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Vorwort 



Qts fann als anerfanntc SBa^ett gelten, bafc ein wichtiger £eit 
t>es matf>ematifdf)en Unterrid&ts barin befielt, ben ©Gütern Anleitung 
jur 2luflöfung matfjematifdfjer Aufgaben ju geben, wie idfj bies bereite 
in meinem Keinen SBerfe „SBegweifer in ber 2lrit]E)metif" u. f. n). be- 
werft Ijabe. SRi<$t bie tote Sfafammlung geometrifdjer Äenntniffe ift 
bas 3^1 be* matl)ematifd(jen Unterridfjts, fonbern bie Erlangung ber 
§äl)igfeit, burdfj eigene Ünterfud&ungen jur weiteren ©rfenntnis ma- 
tfyemattfcfjer Söafjrfyeiten fortfd&reiten $u !önnen. ®S trägt btes inb-U 
rett baju bei, bie ©rfd&einungen ber -Jlatur von einem Isolieren ©tanbs 
punfte jn üerfte^en. 35ie gßljigfeit, matfjematifdfje Aufgaben, befonbers 
aber geomeirifdje Aufgaben löfen ju fönnen, wirb häufig als ein 
befonberes latent aufgefaßt, ©inige Erfahrungen aus meiner ©djul= 
prajis lajfen midEj fd&liefjen, bafe betreffs ber geometrtfd&en Aufgaben 
biefe 2tnftd^t fogar von einigen Setyrern ber 3Katf)ematt! geteilt nrirb. 
3df) f)alte midd mit ber Sßiberlegung biefer 2tnfidE>t in bem SBorwort 
um fo weniger auf, als bas t)ortiegenbe Sßerf ba^u bienen fott. ©afc 
es Aufgaben giebt, befonbers geometrifd&e, beren Söfung ein unge* 
wöfynltcfies 3J!aJ3 von Kombinattonsgabe verlangt, fann um fo rot* 
niger geleugnet werben, als bie fpnt^etifd^c 9Jtetl)obe ber SSeweisfüfc 
tung trofe ber gewaltigen gortfd&ritte, bie fte jumal feit ©teiner ge= 
madjt t)at, als eine nidfjt ganj fixere anjufeljen ift. ©old&e Aufgaben 
finb ben ©Gütern felbftoerftänblidE) nidfjt ju fteHen. @s wirb aber 
ftets möglich fein, ©<$üler, audf) wenn fte nid&t ^ertwrragenb begabt 
finb, ju fpnt^ertfd^geometrifd&en Unterfud&ungen anzuleiten, bei benen 
fie in meljr ober weniger befd&ränftem 9Kafce iljre ©elbftänbigfeit jeigen 
fönnen. 6s finb in neuerer 3 e ü serfdjjiebene Sammlungen geome^ 
trifdfjer Aufgaben t>erfafct worben, beren 3* e * bas angegebene war, 
abgefe^en oon ben Slufgabenfammlungen, meld&e ben betreffenben Sefjrs 
büdEiern beigegeben waren. 3<f) nenne ©anbtner unb $un$f)au%, 
Sieber unb Süljmann, ©. £offmann, 9Kartus u. a., bann aber 
ift befonbers bas 2ßerf anzuführen: „Dr. 3ultus$eterfen, 2Ketl)oben 
unb S^eorien jur äuftöfung geometrifd^er Äonftruftionsaufgaben." 35as 
£auptt)erbienfi biefes SBerfes, bas bereits in mehrere europäifdfje 
©prägen überfefct ift, ift, bafe bie Aufgaben in ©ruppen jufaminen= 
geftetlt, unb bafc jitgleid) bie ©runbgebanfen ber Söfung, bie ben vtx* 
fd&iebenen (Bru^m entfpred&en, beigegeben finb. @s fei babei nodfj 
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bemerft, bajs audfj in ben anbereu 2lufgabenfammlungen eine fold&e 
3ufammenfaffung ber Aufgaben angebahnt ift, was ber ©inffitjrung 
ber ©d&üler in bie 9Ketljobe ber Söfungen nur gute Sienfte leiften fann. 

^n bem angegebenen Söerf von $eterf en finb nur Aufgaben im 
engeren Sinne gefteflt worben, weiter Umftanb ntdfjt als nadfjteilig 
für basfelbe angeben werben fott, ba es ben $mä ber ©infübrung 
in bie Äufgabenlöfung bur<$au§ erfüllt, ©§ bürfte fi<$ inbeffen\ aus 
päbagogifdfjen SRücffid&ten bodf) fe|ir empfehlen, t>on ben ©d)ülern aud(j 
bie SBeweife oon ßefjrfäfcen ju forbern, jumal in ben erften unb ben 
legten 3eiten bes mattjematifcben ©df)ulunterri<$ts. ©rft wenn ber 
©d&üler bafjin geführt wirb, felbftänbig Seweife ju fud£)en, erfennt er bie 
33et>eutung berfelben. SBorltegenbes SBert ftettt fidE) als Aufgabe, gim 
gerjeige ju geben, wie bie ©d)üler jnm felbftänbigen ginben von fpn* 
t^etif(|en SBeweifen planimetrifd&er ©äße anjuleiten finb. Dbwotjl 
bie fpntyetifc&e Seweismetljobe binter ber analgtif$en in mancher £in* 
ftdjt jurüäftefyt, fo ift Mar, bajj bie ©df)üler junädjtft in ber fyntfetis 
fdjen 2Ketfyobe geübt werben muffen, jumal wegen ber mangelnben 
SSorfenntniffe bie wenigften ©dfjüler jur analptifdjjen iöeweismet^obe 
gelangen. 

©efprädfje mit gad&genoffen fowie mandje fonfiigen ©rfa^rungen 
bestimmten mid^, ben $lan bes twrliegenben äßerfs na$ anbern Sßrin* 
cipien feftjufteflen, als Dieö ^3eterfen in feinem Sffierf getrau tjat. Um 
in bie „9Kett)obif" ber Seweife einzuführen, finb bie Seweife t>offftän- 
big gegeben; aufjerbem würben bie ©rünbe ju erforfd&en gefuc&t, wes= 
lialb biefe ober jene ©dEjlu&folgen gemacht, weshalb gewiffe Hilfslinien 
gebogen würben, ©old&e Anleitungen ju geben, bürfte befonbers audj 
für angetjenbe ßeljrer widjtig fein, für bie batyer bies SBerf in erfter 
Sinie gefd&rieben ift. Seim weiteren gortfdtjreiten lonnten bie juge- 
prigen SSemerfungen gefürjt werben, ^rtbeffen würben bodf) bie $e- 
weife ftetö twllftänöig angegeben, ntcbt etwa, weit td& glaubte, bafe bie 
Seweife nid&t ebenfo ober beffer von anberen gemacht werben lönnten, 
fonbern ber 33equem(idE|feit bes ©ebraud&S falber; benn es barf als 
Xljatfadfje gelten, ba§ unter Umftänben einem felbft Seweife einfacher 
©afce augenbltcfüdf) nid&t einfallen. 

©in 3W biefes SBerfeS Ijabe id& angegeben; basfelbe verfolgt 
aber nodf) ein anberes, bas mit bem erften jufammenljängt. 3m Saufe 
ber 3eü/ befonbers in ben legten 3al)rje^nten finb eine 3Kenge ©ä|e 
gefunben, weld&e, wenn fie and) nic|t gerabe von funbamentaler 23e~ 
beutung finb, bod& bur(j iljre 5ötm ein befonbereö Sntcreffe in 2ln* 
fpriic^ nehmen. 2Wit biefen, bie in ben gewöfinti^en Sefjrbüd&em 
meift nityt fielen, weitere Streife belannt ju mad^en, Ijabe id& ^ier ben 
Serfud^ gemalt. Sei ber großen 3Wenge, bie fojufagen unter ben 
Rauben wäd^ft, mufete natürlid^i eine ©id^tung vorgenommen werben, 
nur bie wid&tigften, bie, von benen id& annahm, bafe fie jeber Se^rer 
ber SDiat^ematif in ben oberen klaffen wiffen müßte, würben aufge^ 
nommen, abgefe^en von benen, welche für bie 2RetI?obe be§ Seweifeö 
von SCBi^tigfeit waren. 2)ie ©äfee bagegen, weld^e ju einem ©gftem 
ber ©eometrie gehören, bie ba^er in jebem ße&rbud&e ju finben finb, 
fanben ^ier nidEit i^re ©teile. 3 U W*fat werben wo^l mand&e aud& bie 
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(Stifte tum ben trier merfwürbigen Limiten bes 35reietfö, ben ©afe t)on 
Vascal, ben ©afe oon SBriandjon rennen; wenn bies aber audE) ber 
gatt fein follte, fo glaubte id& bodjj bie Beweife geben ju muffen, ba in 
tynen fo red&t jur 2lnfd&auung gelangt, wie ein Beweis geftaltet ift 
— 2)a bie ©äfce, wetdije neuerbings burdjj Srocarb angeregt finb, 
großes ^»tereffe erregt fjaben, wofür als Beweis bie t>erfd&tebenen 
Staublungen gelten fönnen, welche neuerbings barüber erfdjjienen 
finb (2lrfet, @mmertd&), fo tonnte iä) es mir nid&t t>erfagen, in einem 
SKnfiange, ber einen t>erl)ältntsmäf$ig großen Umfang angenommen l)at, 
bie wi<|tigften ©äfce biefer ©eometrie ju geben, ©erabe biefer ©toff 
wädfjft jwar täglich ; ba inbeffen bie neueren Unterf ud&ungen me^r ana* 
tytifäjer 3?atur finb, fo ift für bie eigentlidf) fpntljetifdfien Unter* 
fu$uugeit ein gewiffer 2lbfdE)lnf$ erjielt. @s fyat nun jioar &crr Sßro* 
feffor Sieb er in 3 Sßrogrammabtyanblungen bie wtd&tigften SRefultate 
ebenfalls jufammengeftellt, inbeffen finb bei biefer Bearbeitung bodfj 
ganj anbere ©efid&tspuntte ma&gebenb gemefen. ©ine Bergleid&ung 
ber arbeiten wirb bieö leidet erfennen laffen. 3)aju fommt ber Um= 
ftanb, bafc bie 2lrbeit als Sßrogrammabfyanblung weniger jugängli<$ 
ift. — eigentlich follte nur ber elementare Seil beljanbelt werben, in* 
beffen liätte boä) ein ju widriger Beftanbteil gefehlt, wenn nid&t we= 
nigftens bie Parabeln t)on Slrfct unb Kiepert unb Ue itiepertfdfje $& 
perbel in ben ßreis ber Unterfud&ungen gejogen mären. 2)urdf) bie 
Slufna^me biefeö Äapitels erfuhren aud& mandfje ber anberen ©afce 
eine neue Beleud&tung unb waren baburefy t>on befonberem Qfntereffe; 
iä) erwähne nur ben ©afc, bafe bie Äottineattonadjfe jwifdien bem 
©runbbreieef unb bem erften Brocarbifd&en Sretedt fenfred&t jur 5ßer= 
binbungslinie bes ftoHineattonscentrums mit bem fünfte von Xaxxr) ift. 

Betreffs ber Duellen, bie idf) benufct, fo nenne idf) außer einigen 
gangbaren Se^rbüc&ern bas 2lufgabenrepertorium ber 3^^fd^rift für 
matljematifd&en unb naturwiffenfdjaftlid&en Unterridfjt von £offmann, 
bie Nouvelles annales de math^matiques, $um Seil audfj bas 
Streit) ber 3Kat§ematif unb $l;9fif; aufeerbem aber bie arbeiten t>on 
2lrfet,@mmeridf), Sieber, Atel}!, Steuberg. 3$ muß enbltdfj no<$ 
banfbar bie 3lrbeit bes Gerrit ©mile Bigariö erwähnen, infofem idf) 
babur<$ ber SKülje überhoben war, über bie Benennungen gewiffer 
fünfte SRacfcforfd&ungen anjufteHen. 

Safe bie 2lrbeit nidfjt oljne 3Kängel fein wirb, bin idfj mir be= 
wujst, inbeffen üeranlafete midfj bodfj bie Slufforberung eines ÄoHegen, 
bem id& gelegentlidf) ein f (eines Joeft mit eigenen Aufgaben jur Be* 
nufeung übergeben liatte, bie Verausgabe oorliegenben 3Berfs ju wagen 
unb fpredfje hiermit bie Hoffnung aus, baß basfelbe mand^em von 
9iu|en fein wirb. 3Jtft biefer Hoffnung übergebe idjj es ber nad^fid^? 
tigen Beurteilung meiner Äottegen. 

S&. gfuJjrmaun. 



$rudtfel)lerbertd)tt0Uttg. 



(Seite 48 3eile 1 ooit oben ift ($ig. 24) ju ftretdjen. 

„ 51 „ 4 „ unten lieg fc^on ftatt djon. 

„ 66 „ 10 „ unten lieg 3 u f atnn ^ en^ang ftatt 3 n f a wmenljang. 

„ 140 „ 20 „ oben am. anfange ift ba $u (treiben. 

„ 140 „ 21 „ oben Iie§ Y T L' ftatt YJ^. 

„ 146 „ 2 „ oben lieg im Kenner 8cos 2 <p ftatt 8cos2<p. 

.„ 160 „ 3 „ unten lieg 9ir. 58 ^taü Kr. 55. 

„ 162 „ 8 „ oben lieg ©ette c ftatt <pöf>e c. 

„ 164 „ 18 „ oben lieg Parabeln ^iatt Parabel. 

„ 165 „ 6 „ oben lieg Kr. 59 ^tatt Kr. 56. 

„ 166 „ 4 „ \mttn lieg ^unftepaare ftatt $utt!te. 

„ 169 „ 6 „ oben lieg ^f^8"X ftatt 1-8X. 

„ 178 „ 3 „ oben lieg 90 ftatt 190. 

3n gig. 56 ift B ftatt B auf <Seitt AC &u fefcen. 



3n^altBtie^et^tit0. 



Seil I. Stttgote allgemeiner Siele unb Regeln; bic betriebenen 
»teüjobctt unb Hilfsmittel frei ben »emeifctt. . Ä|tc 

A. (ginleitenbe fitnutkmtgtn unb bie (Bruno fäfcr 1 

1. $ie beiben $auptarten ber ©äfce 1 

2—3. $)ie gunbamentalgebilbe 1 

4. 2)ic oerfdjtebenen 2lu3fagen über bie (Se&Ube 1 

5. Seile beS SefjrfafeeS 2 

6. Unrtefjr eineS ©afceS 2 

7—13. $ie GJrunbfäfee über bie ©röfee unb Sage ber ®ebilbe .... 2 

14—15. (Simge Ergänzungen betreff« ber ©eftimmung oon fünften . . 6 

16. fünfte in ber Unenblic§!ett . 7 

17. Sefttmmung be$ fünfte« unb ber (Seraben mtttelft eine« ßreifeS . 7 

B. Bit Qkgenfiihtbe itnb 4janpt;iele bti ben $afcen; litt »ufrt)Ubmen 
JRrtljobrn bei ben ßtrottftn 8 

18. 2lb!)ängigfett ber ©ebilbe im allgemeinen 8 

19—20. SlbpngigJeit oon ©röfcengebtlben 8 

21. 2lb!)ängigfeit oon ben funbamentalen (üebilben ber Sage 8 

22. 2)er ßrete 8 

23—29. allgemeine &\tlt, bie fid^ auf mehrere ©runbgebtlbe bejieljen . 9 

30—31. SluSfagen betrefft ber ©leid^ett ber töröjjengebilbe 10 

32. 3tif ammen f äffen oon (Sigenf d&af ten ber ©röfjengebilbe 11 

33. Unglei^fteit ber ©röfcengebilbe. 12 

34—39. 9tu3fagen über bie funbamentalen (Sebtlbe ber Sage; geometrifdje 

Örter, ©noeloopen 12 

40. SluSfagen mit §in$unal)me beS ÄretfeS 14 

41. ttberftdjtlidje 3)arfteUung oernritfelter Eigenfdjaften 14 

42—43. Erweiterung unb 2lu3beljnung oon ©tgenfdjaften 14 

44. ©oecialifierung oon ©igenfdjaften 15 

45. gnbuftion unb 2)ebu!tion IC 

46. ©gntfjetifdje unb analgtifdje aRetljobe 16 

47. 2)irefte unb inbirefte SBeroeife 16 

48. 3)er (Sang be3 SetoeifeS im allgemeinen 17 



- VIII - 

Seite 

C. (gittige allgemeine Hegeln jnt (Erlangung uon fibung in ben fiemeifen 

unb öie wid)Hg|Un gilfcntittel öcrfclbcn 17 

49—50. ßlare 2lnfd)auung bcr ©runbfäfce unb ber gunbamentalfäfce; 

Umformung ber ©äfce 17 

51—52. @S barf fein ©ebtlbe burd) meljr SBebtngungen btfümmt werben, 

als bie 3Cnja§I ber beftimmenben Sebmgungen beträgt 18 

53—54. SDte §tlf$Umen unb HtlfSgröfcen 19 

55. $)er ©afc erfdjemt als fpecieller gall etneS allgemeinern .... 19 

56. $rtgonometrtfa)e §ilfSgrb'f$en 20 

57. 2lnfdjluf$ birefter Folgerungen an bie §ilfSltnien 20 

58—59. Slngabe ber wtdjtigften Hilfslinien 20 

60. Unfid^eit ber fnntfjettfdjen 2Ketl>obe . . . 21 



Seil IL Erläuterung ber SBetoeiSmeüjobett btttdj SBeiftrfele, 

A. dr(ie Stufe» <&runbfäfce, ^unbantentalfafce übet Hie parallelen, ba$ 
gleiajfnjenBlige Bretedt, Äongruenj ber Bteie&e, peripljeneniinkelfa| 22 

1—2. Slnwenbung son ©runbfäfcen 22 

3—8. ©eljr einfache ©äfce &ur Übung 22 

9. SBenn man in zxmm gletdjfdjenfltgen 2>reiecf eine ber gleiten ©etten 
verlängert, bie anbere um eine ebenfold)e ©trecfe oerüirjt unb bie 
erhaltenen ©nbpunfte Derbinbe't, fo wirb bie 33erbtnbungSlinie burd) 

bie ©runblinie halbiert 25 

10. £)ie 2Jttttelpunfte ber ©etten etneS SBicredö bilben bie (Selen etneS 

Parallelogramms 26 

11—14. $)ie ©äfce t>on ben 4 merfwürbtgen fünften beS 2>retecfS . . 27 

15. SBenn man in einem SDretecf bie £öljen bis jum Umfreife oerlängert, 

fo finb bie erhaltenen Verlängerungen gleidj ben untern §öfjenftiic?en 29 
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■fr- + -=s— +fr- - & ^ 

-Eis Hib üic 
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1 1 1 

SU + SV + sw 



+ -7^r +-^i^r = 63 
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g) SSon ber ©^mmebiane unb bem fünfte oon Semoine . 95 

101. 53Die ©^mmebiane teilt bie Öegenfeite nad) bem Servitute ber 
Üuabrate ber anliegenben ©etten 95 

102. $er $un!t, in meinem bie Tangente, toeldje an ben UmfretS in einer 
@tfe gebogen nrirb, bie ©egenfeite fdjneibet, ift ber Htttttelpunft eineS 
äreifeS, toeldjer bura) bie gufjpunfte ber innern unb äußern 2Binfel* 
Halbierungslinie an ber betreffenben ©de gefjt (Slpottontfdjcr Äretö) . 96 

103. 2>ie ©tjmmebtanen gefjen burdj bie Sßole ber ®egenfeiten in Se5ug 

auf ben llmfrete 96 

104. 3)ie ©djmttpunfte ber Tangenten an ben (Selen mit ben ©egenfeiten 
finb bie 5ßoIc ber ©wmmebtanen in S3ejug auf ben Umfretö ... 96 

105. 2)te J)armonifa>n fünfte auf ben ©nmmebianen 97 

106. 2)te (Serabe oon Semoine ober bie polare beö fünftes oon Semoine 97 

107. 3)a$ bura) bie <Sa)nittyuritU ber ©ommebtanen auf bem Umfretfe 
befthnmte 2)reietf fyat benfelben ^unft oon Semoine wie ba$ ©runb* 
bretecf, !ann ba^er als tofgmmebian mit bemfelben besetd&net werben 97 

108—109. ©äfce über bie ©djntttpunfte oon fofommebtanen $reieden . 98 

110. Sie Sote oom fünfte oon Semoine auf bie ©eiten »erhalten ftd) mie 
biefe ©eiten v 99 

111. 3n bem Sretetf , beffen ©den bie gufipunfte ber Sote oom fünfte 
oon Semoine auf bie ©eiten be§ (SrunbbreiedS finb, ift ber $un!t 
oon Semoine ber ©djtoerpunft 99 

112. Sie Sänge ber jur <BüU a gehörigen ©nmmebiane ift gegeben bura) 

2bct' 
b 2 + c 2 " 

113. 2)er Sßunft oon Semoine ijat bie @igenftt)aft, bafc bie ©umme ber 
Üuabrate ber Entfernungen oon ben leiten tin Minimum ift . . 100 

114. 2>te SSerbtnbungSUnien ber 3Ritten ber ©eiten mit ben SRitten ber 
§öf)en fdjnetben fta) im fünfte oon Semoine 101 

115. Steljt man in einem Sreied bie 3 ©djtoerlimen unb bie 3 Äreife 
burd) je 2 (Scfen unb ben ©d&toerpunft, fo ift ber Mtttlvuntt be$ 
Hmfreifeö be$ urfprünglia)en SretedS ber ©djtoerpunft be3 burdj bie 
3 fEflxtttlvunttt bestimmten SretedS unb ber ©djtoerpunft be§ erften 
2>reied§ ber Ißuntt oon 2emoxm be3 jtoeiten Sretedä 101 



— XV - 

Seite 

h) dinige ÄreUfdjaren beim $rete<l 102 

116. 2)ie StpoKonifdjen Greife (102) beS 2)retecft bilben eine ©c$ar. 3§re 
©djmttpunfte fjeifjen bie tfobgnamtföen (Sentra be$ 2)retecf$ . . . 102 

117. 2)te gufipunfte ber £ote, btc oon ben ifobtjnamtfd&en Zentren auf 

bie (Seiten gefaßt werben, btlben ein gtetdjfeitigeS 2)reiext .... 103 

118. 3Me tfobtmatmfdjen (Sentra finb bie ©egenpunfte von ben fünften, 
welche man erhalt, wenn man über ben ©etten gletdjfetttge $retecfe 
get$net unb bie ©ptfcen berfelben mit ben bezüglichen @cfen be$ 
©runbbretecfS oerbinbet 103 

119. SJttmmt man ein tfobtjnamtföeS (Zentrum al$ SÄittelpunft tim% %vanfr 
formatton$!reife$ an unb transformiert bie (Seien mtttelft be$ tyvin* 
ctpS ber reeiprofen Labien, fo ift ba$ babur$ beftimmte 3)retecf 
gletd&fetttg 104 

120. 2>ie ^otenjltnie jwifcfjen bem Umfreije unb bem geuerbad)fd)en Greife 
ift bie ÄottineattonSad&fe jrcifc^en bem Orunbbretecf unb bem §ö^en= 
fuftpunftoreteef 104 

121. 2)a$ £ot Dom £öf)enfc$nittpunft auf eine ©djwerlinie gef)t burc$ ben 
^ßunft, in welkem bie ber ©tf>wer(inie entfpred)enbe ©ette burdj bie 
entfpredjenben ©etten beö $ö§enfujjpunftbreiecf$ gefdjmtten wirb . . 104 

122. 2)er Ärete, beffen 3)urc§meffer bie ©trecte ber (Sulerfdjen Oeraben 
3wifdjen bem ©djjwerpunft unb bem §öl)enfcf)mttpunft ift, gehört su 
ber ©c$ar, welche burdj ben Umfrete unb ben geuerbadjfdjen Äretö 
brummt ift t 105 

123. 2)er ^olarfretS, b. f). ber ÄreiS, für ben baS 3)reierf ein f)armonifd)e8 
Tripel ift, gehört jur ©$ar ber 9lr. 122 105 

124. $er Ärets bur$ bie $oIe ber ©etten in Sejug auf ben Umfretä 
gehört jur ©djar ber SÄr. 122 106 

125. 3tef>t man in einem Sretecf ABC bie 3Kittelfenfrec|ten gu ben ©etten 
unb beftimmt bie ©d^nittpunlte mit ben anbern Seiten, woburc^ man 
2 2)reiecfe A^Cx unb A 2 B a C 2 erhält, fo gehören bie Umgreife biefer 
S)reiede unb ber Umlrete oon ABO ju einet ©d)ar 106 

i) Regierungen eines ©runbbreiecfS gu bem Sreiecf, 
beffen @rfen bie &vita,tlvuniU ber su ben ©etten 
gehörigen UmfretSbogenmittelpunlte finb 107 

126. (Srflärung. $a$ ©piegelbretecf. Rejeid&mmg .107 

127. $a* ©piegelbretecf ift bem SBogenmtttenbreiecf älmlidj, unb ber jum 
©ptegelbreiec! gehörige Umfrete ger)t bur$ ben Jpöljenfdjnittpunft unb 
ben fyuntt von ÜTCagel ..." 107 

128. 3ft P ber mtUlvuntt be$ Umfreifee oom ©piegelbretecf, N ber 
$un!t oon SRagel, fo ift bei 9tonar)me ber frühem löejeidjmmg 
POMN ^in ^^ttttelogramm 108 

129. 2)ie oon ben (Seien be$ ©runbbretecfS auf bie entfprec^enben ©etten 
be8 ©piegelbreieclS gefaßten ßote fdjnetben ftd) in einem fünfte R, 
unb bie ßoEtneationSadjfe swtfdjen bem SogenmittenbreiedE unb bem 
©piegelbretecf ift bie amttetfenlredjte oon OR 108 

130. ©d&netbet man auf ben Qtytn, von ben @den geregnet, ben 2)urcfc 
meffer be^ 3nfreife3 ab, fo erhält man babur$ bie @(fen eine« 
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SreiedS A 4 B 4 C 4 , ba$ bem ©runbbreied äljnlid) unb bem ttmfreife 
be$ ©piegelbreiedS etngefdjrteben ift ' 109 

131. Ser mtttlvnnit beg SnfreifeS f>at für baö in 9lr. 130 gefunbene 
Sreted A464C4 unb ba$ ®runbbreted gleite SBebeutung, eSenfo für 
ba$ Sogenmtitenbreied unb ba$ ©piegelbreted 109 

132. #ilf*fafc für fjarmonifdje fünfte 109 

133. SBenn man bie @tfen be$ ©piegelbreiedS mit bem 2Hittelpunft beS 
QnfreifeS üerbinbet unb bic ©d&nittpunfte ber erhaltenen (Seraben 
mit ben entfpredjenben (Seiten be3 ©runbbreiedS beftimmt, fo Ija&cn 
biefe ©djnittpunfte gleite ^otenj in 33ejug auf ben Snfretö unb ben 
ejeuer&adjfd&en Ärete 110 

134. Sie Entfernung OR, b. lj. be$ 2Rtttelpunfte$ be§ 3n!reife8 00m 
©d&mttpunfte ber Sote oon ben (Stöen auf bie entfpreijenben ®tittn 

be§ ©ptegelbreiedS ift gleidj bem Surdjmeffer be§ 3nfreife§ . . . 110 

135. Sie ÄottineattonSadjfe UVW beS 33ogenmittenbreied§ mit bem Spiegel* 
breted ift Tangente an ben UmfreiS unb Sßotenjlinie jnnfdjen bem 
ttmfreife be$ ©ptegelbreiedS unb bem 3Wtttelpunfte be$ SnfreifeS . 110 

136. Sie Äreife, roeldje burdfj um bie fünfte Ui, V x , WY, b. f). bie 
©d^nittpunfte ber SSerbinbungslimen A 2 0, B. 2 0, C 2 (-Kr. 133) mit 
ben (Btitm be$ SretedS als 3Rittelpunften gefdjlagen werben, fdjneiben 
ben ttmfretö beS ©piegelbretedS redjtnnnflig 111 

137. Ser geuerbad&fdje ßrei* berührt ben SnfreiS 111 

138. Sie Sote oon ben ©den beS SBogenmtttenbreiedS auf bie entfprea)ens 
ben ©eiten be$ ©ptegelbreiedS fdjjneiben fidj in einem fünfte L, ber 
bem fünfte oon STCdgel auf bem ttmfreife beS ©piegelbreiedä enfc 
fpridjt, aud) auf ber ©eraben MN b. f). ber SSerbinbungältme be8 
fünftes oon SRagel mit bem 3Rittelpunfte be8 ttmfrejfeS liegt . . 112 

139. Sie £ote oon ben ©den be$ ©runbbreiedS auf bie entfpredjenben 
Szitzn be8 SreiedS, ba§ burd) bie Slbfdjnitte be8 SurdjmefferS be§ 
3ttfreife$ auf ben §ö^en (131) erhalten wirb, fdjneiben ftdj in einem 
fünfte T be8 ttmfretfeS 00m ®runbbreied, ber bem Jpöfjenfdjmtfc 
punft H auf bem ttmfreife in 33e$tefjung auf ba$ ®runbbreted 
entfprtajt 112 

140. Sie ©egentranSoerfalen ber nad) bem fünfte L (-Kr. 138) fjingetyen* 
ben (Sdtranöoerfalen beS (SrunbbretedS finb fenfredjt jutn Sura> 
meffer HN be3 ttmfreifeä 00m ©piegelbreted 112 

141. Sie ÄollineationSadjfe be$ ©runbbretedS mit bem burd) bie Stöfdjnitte 
auf ben §ö§en erhaltenen Sretede ift fenfred&t &u HT*(9lr. 139) . 113 
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* $ie Hefotionen: 

n ™+ ™* *o , * 1 + cosa cosöcost a 2 + b 2 + c 2 --IB 

w cota) = cota + cotß + cotY = : . - r . f - = r- 115 

r * 8iii a sin ß sin? 4A 

3—4. Äonftruttionen ber »rocarbfäe* fünfte L' unb L" 116 

5. $ie Delation 2 sin a cos (a + a>)»0 117 

9 6. $te ©röfce be* 8rocarbfc$en 3öm!el* u> 117 

7. 2>aS etfte »rocarbfdje 2>retetf unb ber »rocarbfdje Ärete . . . .118 

8. 3tef)t man buraj bie @tfen be3 erften »rocarbfa)en $rete<£* bie 
parallelen au ben entfpredjenben Seiten beS ©runbbreieÄS, fo 
fdjneiben fid& btefelben im fünfte oon Semoine 119 

} 9. $er Sl&fianb beS SWittelpunfieS be* UmfreifeS *om fünfte t>on 

Semoine tft ein 2>ura)mejfer be$ örocarbfdjen ÄreifeS (Srocarbfüjer 
2)urd&meffer) 119 

, 10. 2)ie SJerbinbunaSltme ber 33rocarbfdjen fünfte (örocarbfüje ©erabe) 

ift fenfred&t gum 8rocarbftt)en SurajmefTer (9) .119 

11. 2)a$ ©runbbreted ift follinear 5um erften Srocarbfdjen tretet!; bie 
Entfernungen be3 ÄoumeattonScenirumS von ben Seiten ftnb ben 
britten ^otenjen ber Seiten umgefeljrt proportional 119 

12. 2)a$ ©runbbreietf unb ba* erfre 8rocarbf*e $reie<f (A'B'C) Ijaben 
benfetten Sdjwerpuntt 120 

13. Seftimmt man bte Spiegelpunfte ber (Säen be$ erften 33racarbfa)en 
^Dteiecfö in $e$tef)ung auf bie Seiten be$ ©runbbreiettö, fo erhält 
man ein 2>teieä A^B^C^, ba$ mit bem ©runbbreiec! fofftnear ift; 
ba3 JtoaäteatüntScetttrum ift ber Jömfetgegcttpunft be* SRfitelptmfteS 

ber Streite ganzen ben $rocarbfc$en fünften 121 

14. 2)er ©dnöetpuntt be* 3)reie<!3, beffen @<fen b*3 ßoftineatioftScefttrunt 
S be$ ©runbbreiedö mit bem äfcocarbWen Sreietf unb bie Srocarb* 
fd&en fünfte L', L" ftttb, ift ber S#wer?unlt bed ©runbbrete** . . 122 

15. $er SSöwÄelgegenpunft T oon S tft ber $M ber Srocarbfdjert Sinie 

in Sejug auf ben 8rocarbfü)en ftreiS 123 

16. 2>ie ©traben MT unb SH finb parallel 123 

17. 9erea)nungen: 

a) I7I7' 2 ==4r 2 sin 2 u>(l--4sin 2 u>), 

b) ML 2 = r 2 (l-3tg 2 ü>), 

c) TM:SM = l:2cos2w, 

d) BS a : S a - b 2 : c 2 , 

A q 2 _ 4r 2 sin 4 a sin (a + 3u>) 

e) 8a ~" siB(a-u>)&in 2 (a + u>)' 

f) AS 2 = 4r 2 sin(a + 3(ü)sin(a-u>), 

g) MS=s l^i^ = r (i-4sin 2 u>) 123 

18. iDie »bftänbe be» Jtoömcatwn&eifracmS S mr be* Seite« ftnb 

^^ 2rsin 3 a) f _ 197 

SS» - -r-7 r u. f. m l<" 

sin (a — ») 

19. gällt man wm ben (Sden b«5 ©wmbfcreieä* auf We eatfpw^mben 
Seiten bed erften »rocarbWen Dreiedtö bie Soie, fo Reiben ft# 
biefette» itt einem ^tmtte K f ber #t ben @«en bei ®r«»bb««ie(f8 

b 
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btefelbe Sage Ijat, als ber Wvtkttvunlt be3 UmfreifeS §u ben @den 
beS crften 33rocarbfä>n $reied$ ($unft von Xatty) 128 

20. 2>ie Ebftänbe b*S $un*te3 N t>ott Sarrtj von ben Seiten finb: 

^2rcoB(ß + co)cos( T 4-co) ^ . . . . . 128 

. 1 — 4sin 2 ü> 

21. 2)ie fünfte N unb S liegen mit bem SRittelpunlt M be« UmfreifeS 

in einer ©eraben • 129 

22. $ie fünfte N unb T liegen mit bem §ö§enftt)mtt»un!t H in einet 
®eraben 130 

23. $ie 2lbfdjmtte, bie man bura) bie ©eiten be$ erften 83rocarbf$en 
2)reied8 auf ben <5eiUn be$ ©runbbreiedS erhält: 

Bg= 2r 8 i n »sinß8in(T-2«,) ...... M 

8in(Y — pjsm2(ü 

24. $te ÄottineationSdcOfe 2193(5 anrifdjen bem ©runbbreted unb bem 
erften SBrocarbfd&en 2)reted ift fenfred&t ju ST 133 

25. £>te ^otenjlinie be3 UmfretfeS unb be§ 83rocarbfd)en ÄreifeS ift bie 
polare be3 fünftes von Semoine in SBe&ug auf ben UmfreiS. (©erabe 
von Semoine.) $a§ jmeite 23rocarbfä> $reted 133 

26. $ie $erbmbung8linien ber entfprea)enben ©den beä erften unb 
jraeiten 83rocarbfd)en 3)reted$ fajneiben fid) im ©tt)n>er»un!t be$ 
erften 2)reied3 134 

27. 2)ie Sote, roeldje von ben SÄitten ber <5tittn beä erften Srocatbfdjen 
2)reted3 auf bie entfpredjenben <5tittn be3 ©runbbreiedä gefällt 
werben, fdjneiben fia) im 9)iitterpunft be$ geuerbad&fäjen ÄreifeS . . 134 

28. äßettn man in einem $reted bie ©djwerlinien bid %um Umfreife 
verlängert, bann bie ©ptegelpunfte $u ben ©djmttpuntten in Se^ug 
auf bie entfpredjenben ©eiten nimmt, bann finb biefe ©ptegelpunfte 
bie @den etneS 3)reied$, ba§ bem fetten SBrocarbfdjen £>retecf äijnli(§ 
unb äfjnlid) gelegen ift ... . 134 

29. 2)ie ©tjmmebianen beftünmen burd& bie ©djmttpunfte mit bem Ums 
freife ein 2)reied, ba$ bem $reted au§ ben ©djroerlitüen beS ©runb* 
bretedS ätyntid) ift. 33eftimmt man ferner bie ©piegelpunfte ber 
@den be$ angegebenen 3)reted3 in SBejug auf bie (Seiten beS ®runb* 
bretedS, fo erhält man bie ©den eineS 2)reted$, ba8 ebenfaHS bem 
au$ ben ©äjroerlinien gebilbeten äfjnltd) ift 136 

30. SBenn man bur$ ben tyuritt von Semoine bie parallelen $u ben 
©eiten &tef)t, fo erhält man auf biefen 6 fünfte, roeldje auf einem 
Äreife liegen. (3)er erfte ÄretS von Semoine ober ber ÄreiS oon 
Suder.) 135 

31. 3)fe 6 fünfte in 9fr. 30 befttmmen, paffenb gemäht, 2 einanber 
longruente 3)retede, welche beibe ben $unft von Semoine al$ timn 
örocarbfäjen Ijaben, roäljrenb ber anbere $rocarbfa)e Sßunft je einer 

ber S3rocarbfa)en fünfte be8 OrunbbreiedS ift 136 

32. 2)er erfte Äretö von Semoine unb ber 93rocarbfa)e ÄreiS finb fon* 

. centriftt). 2)er Kabiu« be$ erften Äreife^ ift r:2cosa> . . . . . 137 

33. Segt man burc^ ben fyunU von Semoine ®erabe, n>eltt)e antiparallel 
&u ben ©eiten finb, f o erfj&lt man 6 tyurittt auf ben ©eiten, bie auf 
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einem ßretfe Hegen. $er 9tobiu8 berfelben tft rtgu>. (2>er gtoeiie 
ÄreiS »on Semoine.) . ' 138 

.34. SDie 6 ©$nittpunfte be8 jtueiten Setnoinefdjen ÄreifeS mit ben Seiten 
JUben, entfpred&enb gewählt, 2 $retetfe, roeWje bem ©runbbreietf 
H&nlidJ fmb; bie ©eiten beSfelben ftnb $u benen be$ ©runbbreieef* 
fenfred&t 139 

36. $ie ©tüde, weld&e bet erfte ßemotnefd&e ßrete t>on ben (Betten ab* 
fdjneibet, vergalten ftd(j wie bie brüten ^otengen berfelben .... 139 

36. Segi man bnrd^ ben erften 8rocarbfd&en ^uttft unb je 2 ©den beS 
dtounbbretectö Greife, fo beftimmen bie SRtttetpunfte berfelben ein 
2)reie(f, ba3 bem ©runbbreted äljnlidj ift; in bemfelben ift ferner 
ber erfte $rocarbf$e $un!t berfelbe roie beim ©runbbreteef, tuäljrenb 
ber a»eite 83rocarbfd&e Zuritt ber 3Rtttelpunft be3 UmfreifeS vom 
(Srunbbretec! ift. 3)er entfpred&enbe ©afc gilt aud) oom jroetten 
Srocarbfdfcn Sßuntt 140 

37. $>te in 9tr. 36 beftimmten $reietfe ftnb fongruent unb bie (Seiten 
berfelben ftnb fen!re$t ju ben entfprec§enben ©etten ber 3)retec!e, 

bie bem erften Semomefd&en Greife eingetrieben finb 140 

38. $te ©d&mttpunfte ber entfpred&enben ©etten ber bem erften Semotne* 
fd&en ÄretS eingefcljriebenen 2)retede X^Zx unb X 2 Y 2 Z 3 beftimmen 
tln neue« £)reietf A 7 B 7 C 7 , roeld&eS bem ©runbbreiec! ä^nlid^ unb 
Äfjnltcl) gelegen ift. $er äljnltdjjfeitSpuntt ber ©reteefe ift ber 2Btniel* 
gegenpunft J be$ SWittelpunfteS E ber ©trede anrifäen ben Srocarb- 
Wen fünften . . 141 

39. $er £öljenfd)mttpunft be3 Ereiedfe A 7 B 7 C 7 (3hr. 38) ift ber SRittel* 
punft be$ örocarbfdjen ßretfeö 141 

40. $ie Seiten ber bem erften Semoinefd^en ßreiS eingetriebenen 2)rei« 
ede fd^neiben ftd& nod) in einem ©gftem von fünften A 8 , B 8/ C 8 , 
beren SSerbmbungSlutten mit ben entfpredjenben (Scfen be§ ©runb* 
bretedtö ftd& in bem Sßunfte T föneiben 141 

41. 2>te SSerbinbungSlimen A 7 A 8 , B 7 B 8 , C 7 C 8 (ftr. 38 unb 40) fd&netben 

ftdjj im fünfte L oon Semoine 142 

42. ©d&neibet AT bie ©erabe XÄ (91r. 38) in X 5 , BT bie @erabe 
Y{Y % in Y fi , CT bie ©erabe ZÄ in Z 5 , unb ftnb K ft , K b/ K bie 
gufjpunlte vom URittelpunfte K beS 33rocarbfd)en Greife« auf bie 
(Seiten be3 ©runbbreiecfä, fo föneiben fi<$ X 5 K a , Y 5 Kb, Z 8 K C im 
fünfte L von ßemoine 142 

43. 2>ie ©ptegelpunfte ber ©d^nittpunfte ber ©pmmebianen mit bem 
Umrretfe in 33e&ug auf bie entfpredjenben ©eiten unb bie gufjpunfte 
ber £ote vom SWtttelpunfte be$ UntfreifeS auf bie ©^mmebianen ftnb 
S8in!e(gegenpun!te , 142 

44. 3)ie ©c^nittpunfte ber SerbmbungSlinien ber entfpred^enben ®&m 
berjenigen $reiecfe, welche bem erften ^retö oon Semoine einges 
f^rieben ftnb, bttben tin bem ©ruhbbreieef loEineareö 2)reiedC mit 
bem fünfte von Semoine al§ Äoüineation^centrum 142 

45. 2)te ÄoUineation^fe be« ^runbbreied« mit bem $reieä 9lt. 44 ift 
bie polare bed fünfte« oon Semoine in Sejug auf ben erften 
Semmnefdjen Ärei« 143 

b* 
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46. ©tob A", B", C" bie Sötitfelgegenpunfte ber ©den A', B', C be3 
8rocarbf$en fcretetfg, fo ift A"B"C" fotttncat giim ©runbbreied 
imb jum erftcn $rocarbf$en ftreietf 143 

47. 2>a* ÄoameationScenttum ber fcreietfe A"B"C" imb A'B'C ift bcr 
8$mttpunft ber @ulerf$en öeraben mit ber ©eraben ST .... 144 

48. äetajnet man über bett ©etten tinzi tretet!« ätynlid&e gletdjfdjenfltge 
2>teiecfe, fo finb bte ©pifcen bie @<fen etneS 2>reiecf3, ba* mit bem 
(Strunbbreietf benfelben ©djroerpuntt Ijat 144 

49. 2>er 3nf>alt be* 2)reietfS, beffett (gtfen bte ©pifceit gletd&fc&enfiiger 

2)reiede über ben <&titm mit bem »aftSnrinfel <p ftnb, ift burd& ben 

ÄuSbrucf gegeben: 

A A (2 sin <*> - sin (2<p 4- a>)) ^ 14& 

4cos 2 <psin<i> 

60—51. Äonftrutert man über ben ©etten eines 3)reiecfö gletd>fa)enflige 

$retetfe innerhalb, beren 33aft3nrin!el cp bie 3tebtngung3glei(§ung 

sin (2 9 + ü>) = 2sinw erfüllt, fo liegen bie ©pi^jen in einer ©erabett. 

Solcher ©eraben giebt e3 2, bie fta) im ©a)n>erpunlt red&tnrinflig 

fäneiben 146 

52. <$in JDretedf, beffen ©etten ben ©d&toerlinien eineS ©runbbretcfö 
proportional finb, I>at mit biefem benfelben S3rocarbfa)en SBtnfel, 
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SJertyältmS unb t>erbtnbet bie erhaltenen $eilpunfte Ai, Bi, Ci mit 
ben ©egeneclen ber &titm, auf benen fie liegen, fo entftefjt burdj 
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Angabe aUöemeiner Jieie unt> Hegeln, Me tjerfdjie&enen 
Betreu nvb % ilf0tnittel bei fceu Wtmiftn. 



A. ßtnleitenbe SBemertungen ttnb bie ©nmbfäfce, 

1. SJlan fann 2 Jgauptarten geometrifd&er ©ä|e untertreiben, roeld&e 
iebodf) in enger SSerbinbung fielen. @S Ijanbelt fidj) entweber um bie 
©röfce ober um bie Sage geometrifd&er ©ebilbe. 

2. ©ie gunbamentalgröfeen ber thtntn ©eometrie finb bie ©trecfe 
<Sänge) unb ber SBinfel. 2)iefelben beftimmen alle übrigen ©rftfcen, 
tiamli<j) gladjjen, Sßrobufte von ©treäen, SSerljältniffe foldjjer ©röfcen, bie 
trigonometrifdjen gunftionen ber SBinfel, Stoppeloer^altniffe, £ripeloers 
^ältniffe, beliebige algebraifd&$ 3Serbtnbungen ber angegebenen ©röften. 
2Jton fönnte bie ßa^l öte britte gunbamentalgröfte benfen, bodj) fann fie 
geometrif$ leidet als SSerljältniS gleichartiger ©röften aufgefaßt werben. 

83 em. 3Uid& in ber ©tereometrie fönnen alle ©röfcen in etwas er- 
weiterter SKuffaffung auf bie genannten gunbamentalgröfcen jurüdEgefüljrt 
werben. 

3. 3)ie gunbamentalgebtlbe ber Sage in ber (Ebene ftnb ber Sßunft 
unb bie ©erabe. $u ^ en cinfad^en ©runbgebilben gehört in ber 
elementaren ©eometrie uo$ ber ÄreiS. (Stnige einfädle ©genfdjjaften 
ber Äegelfd^nitte laffen jid& ebenfalls burdj) elementare Hilfsmittel herleiten. 
©aS gunbament baju liefern bie oortyer genannten ©ebilbe. 

4. 2)ie SluSfagen in ber ©eometrie finb fetyr t>erfd&iebener Slrt, 
fd&on bebingt bur$ bie SBerfdbiebenljeit ber ©ebilbe. S)ie erfien 2UiS* 
jagen geben nur grflärungen ber ©ebilbe. Slnbere StuSfagen, bie man 
als fold^e über bie Stötyängigfeit ber ©ebilbe jufammenfaffen iann, geben 
©genfdjjaften ber ©ebilbe unb werben als Seljrfäfce bejeid&net. ©iefelben 
bebürfen eines SeweifeS, wenn fte als ridjjtig gelten f ollen. Seweifen 
Reifst: bie Sftid&tigfeit dou Behauptungen burdj) Slngabe von frühem 

2B. gu^rmanit, e^ntyetifd&e 95crocifc. 1 
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©ctfcen feftftcffen. S)ieienigcn SttuSfogen, bereit Stidjtigfeit an fid^ er* 
fid)tüd) ifi, bie fotnit ben Anfang beS 2)enfenS angeben, werben als 
©runbfäfee bejeid^net. Sitte übrigen ©äfce (Se^rfäfee) muffen auf biefe 
jurüdfgefüfjrt werben. Unter ben ©äfeen Ijebt man nodf) bie Sßrincipien 
^ert)or; bied ftnb Säfee t)on .einfacher gorm, aber möglidfjft umfaffenb, 
auf weldpe in Dielen gätten jurüägegangen wirb, ©ie unterfd&eiben ftd(> 
von ben ©runbf äfcen babur$, ba& fie nodj) eines BeweifeS bebürfen. 
Slnbere mistige ©äfee Reiften gunbamentalfäfce. 

5. 35er ©afe enthält Bebingungen unb Behauptungen, ßuweilen, 
unb jwar wirb bieg bei ben grunblegenben ©äfcen ber gatt fein, wirb 
nur eine Bebingung tjorfommen, ebenfo wirb tyäufig nur eine Behauptung 
aufgeteilt; in ben meiften gätten wirb bie Slujaljl ber Bebingungen 
eine größere fein; bodfj wirb in ben $unbamentalfa$en entmeber nur 
eine Behauptung aufgeteilt, ober bie Behauptungen gruppieren fid& um 
eine wicpgfte als Unterabteilungen, fo bog fie in ber widfjtigften gleid&fam 
enthalten ftnb. 

6. (Sin ©afc ttrirb umgefeljrt, wenn bie Behauptung ju einer Be= 
btngung unb eine ber Bebingungen jur Behauptung wirb, wäfjrenb bie 
anbern Bebingungen unoeränbert bleiben. 9luf biefe SBeife giebt es 
für manche ©ä|e mehrere Umfe^rungen. ©ol$e Umfeljrungen werben 
oorjugSweife bei ©äfcen t)orfommen, bie nur eine Behauptung enthalten 
ober wenigstens eine fold&e, meldte bie anbern in jt$ enthält. $ur ® ts 
läuterung fei bie Umfeljr an einem ©afce gezeigt. 

©afc. 3)ie BerbinbungSlinie beS ©d&nittpunfteS t>on 2 Tangenten 
eines ÄreifeS mit bem 9Jttttelpunfte beSfelben halbiert ben SBinfel ber 
Tangenten, innerhalb beffen bie ÄreiSflädjje liegt. 

Umfetyr beS ©a$eS. 3)ie Halbierungslinie beS SBinfelS t>on 
2 Tangenten, innerhalb beffen bie ÄreiSflädfje liegt, ge^t bur$ ben 
2JUttelpunft berfelben. 

3m ©afee waren bie Bebingungen für eine ©erabe, bafc fie burd^ 
ben ©dfmittpunft von 2 Tangenten unb bur$ ben 2ßittelpunft beS 
ÄreifeS ge^t, bie Behauptung (au$ Folgerung genannt), bafe fie ben 
einen SBinfel ber Tangenten halbiert. 3jn bem umgefeljrten ©afce mar 
bie frühere Behauptung, bajs fte. ben einen SBinfel ber Tangenten 
halbiert, jur Bebingung gemalt, bie Sebinguug, bafc fie bur$ ben 
©ebnittpunft ber Tangenten ge^t, liegt Ijier fd&on barin, ift alfo unoer- 
änbert geblieben; bagegen ift bie frühere Bebingung, bafe fie burdfj ben 
3JUttelpunft beS ÄreifeS geljt, jur Behauptung geworben. 

7. S)a atte Se^rfäfce als lefcte ©rünbe für i^re 3Udj)tigfeit bie 
©runbfäfce fjaben , fo muffen biefelben in allen formen jebem flar fein, 
ber imftanbe fein will, einen Beweis ju führen. Obwohl biefe ©runb= 
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fäfce Mannt jtub unb aud) tooty in allen Se§rbü<$ern angegeben werben, 
fo bürfte e3 bodj ni$t überflüffig fein, fie audj Ijier anjufütiren, be= 
fonberS ba eine 3Sen>ottftänbigung berfelben ftattfinben foll. 

8. ©runbfäfce über bie ©rößengebilbe. 

a) Sebe ©röfee ifl ft$ felbft g(ei$. A = A. 

b) SDaS ©anje ift gleicb ber ©umme feiner $eile unb größer als jeber 
Seil. SDer Segriff %t\l ifl ^ier in bem engern ©inne aufgefaßt, 
roonad) es ein ©lieb einer ©umme ifl. 

c) SBenn 2 ©rößen einer unb berfelben britten ©röße glei$ ftnb, fo 
fi'nb fie unter fi<$ glei<$. 

A = B, A = C, alfo B = C. 

d) ©lei<j)e$ um ©leidjjeS t>ermetyrt ober üerminbert giebt ©leidjjeS. 
A = B, C = D giebt A + C = B-+-D, auä) A-C = B-D. 

e) SSielfadjje von gleiten ©rößen finb gleid&, ebenfo beftimmte Xeilc 
). 33. bie §älften berfelben. 

r . A B A B 

A = B, al)o -ö- = -ö"/ — = — . 

2 2 ' n n 

f) ©rößereS ju ©leidfjem ober ©rößerem abbiert giebt ©rößereS. 
A:>B giebt A + C^B + C, A^> B unb C:>D giebt A+C>B+D. 

g) ©rößereS t)on ©leidem ober kleinerem fubtrafjiert giebt kleineres. 
A:>BgiebtC-A<:C-B, A>>B unb C<:D giebt C-A<:D-B. 
h) ©leid&e£ von ©rößerem fubtrafjiert giebt ©rößereS. 

A:>B giebt A-C>B-C. 
i) 3>jl Don 2 ©rößen bie erfte größer als bie jroeite, bie jroeite gleich 
einer britten ober größer als biefelbe, fo ift bie erfte ©röße größer 
als bie brüte. %m jroeiten gatle ift ber Uuterfdjieb groifdOen ber 
erften unb britten ©röße größer als ber Unterfdjjieb jnrifdOen ber 
erften unb jroeiten ober jnnfeben ber jroeiten unb britten. 
3ft A:>B, B = C, fo ift A:>C; 
ift A>>B, B>> C, fo ifl A:>C, A-C>>B-C. 
k) Nebenbei fei auf 2 häufig tmeberfe^renbe ©d&lüffe aufmerffam ge- 
malt, bie bem Anfänger läufig nofy entgegen. 
3fl A = B-+-Cunb B=C,foiftA = 2B = 2C unbB = C = iA. 
3ft A = B + C, A=D+C, fo ift B = D. 

©runbfäfce über bie ©ebilbe ber Sage. 

9. 2Bie über bie ©rößen, fo giebt eS audf) ©runbfäfce über bie 
©ebilbe ber Sage. Sftan begnügt fieb liier meiftenS mit bem ©afee: 
Sie ©erabe ift burd) 2 fünfte einbeutig beftimmt. ©S ift inbeffen für 
bie Sfaroenbungen gut, biefen ©runbfafc in ä^ntid&er SBeife auSjufüfjren, 
wie bieS mit ben ©runbfäfcen ber ©röße gefd&e^en ift. 
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SBenn eine ©erabe bur<$ 2 fünfte befümmt gebaut iji, fo f ollen 
biefe Sßunfte in ber ©eraben liegen. Slufcer jenen fünften §aben mir 
in ber ©eraben no$ unenblidj) Diele, £eben wir einen fjeroor, fo 
ergiebt fi$: 

a) @ef)t eine ©erabe, roeldjje bur$ bie fünfte A unb B bejtimmt ift, 
no<$ bur<$ ben Sßunft 0, fo geljt audj) bie burdfj bie fünfte A 
unb beftimmte ©erabe burdj) B. 

b) Stuf 4 fünfte angetoanbt fjaben wir ben ©runbfafc: 

©el)t bie burdfj A unb B beftimmte ©erabe burdfj unb D, 
fo gef)t bie bur<$ C unb D beftimmte ©erabe burc£ A unb B. 
$n biefen ©runbfäfcen fönnen fiatt ber fünfte au$ anbere S5e- 
bingungen jur Sejiimmung einer ©eraben auftreten, falls bie 
(Sinbeutigfeit ber ©erabenbeftimmung baburdfj nid^t gefiört nrirb, 
b. f). ' biejenige 33efiimmung, bie immer nur eine einjige ©erabe 
liefert. (Sine folc^e Sebingung ift bie, einer ©eraben parallel ju 
fein, welche nacb neuerer Slnfdjjauung aU bie Sebingung aufgefaßt 
wirb, burdjj einen Sßunft in ber Unenblid&Ieit ju geljen. 3 U ^ e f er 
Sfafd&auung wirb man burdfj bie ©rmägung tjeranlafjt, bafc, nrie 
e£ nur eine ©erabe giebt, meiere einen $unft A mit einem fünfte 
B t>erbinbet, ebenfo audj bur# einen 5ßunft A nur eine ©erabe 
gejogen werben fann, meldte einer beftimmten ©eraben parallel ift. 
2Bir erhalten baljer folgenben ©runbfa|: 

c) 2Benn bie bureb A unb B bestimmte ©erabe ber ©eraben 1 parallel 
ift, fo mufe audfj bie bureb A ju 1 parallel gelegte ©erabe burdj) B 
geljen. @benfo umgelegt: 

d) 2Benn bie bureb A $u 1 parallel gelegte ©erabe burdfj B gef)t, fo 
ift au<b bie burdfj A unb B gelegte ©erabe parallel ju 1. 

@3 fei bie Sforoenbung biefeS ©runbfafceS an einem Seifptele 
gejeigt. 

©a|. $iel)t man bur<$ ben 2ftittelpunft einer Seite eine« £)reie<fö 
bie parallele ju einer jroeiten ©eite, fo nrirb bie britte Seite bureb 
bie parallele halbiert. 

2ftittelft be3 genannten ©runbfafceS folgt fofort: 

3)ie SBerbinbungSlinie ber SDHttelpunfte t>on 2 ©eiten ift ber 

brüten ©eite parallel. 

£ur Umfebr be3 ©a|e3 ift alfo ein fogenannter inbirefter 

S3eroei3 nidfjt nötig. 

e) <5tatt eine« SßunfteS !ann au$ bie Sebingung jur SSeftimmung 
einer ©eraben eintreten, ju einer ©eraben fenfred&t ju fein, ba man 
von einem fünfte nur ein Sot auf eine ©erabe fällen fann. 
2>te3 giebt no$ folgenben ®runbfa|: 
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28enn bie burd) A unb B bejiimmte ©erabe ju 1 fenfredjjt ijt, 
fo getyt bie ©erabe, met$e bur# A geljt unb fenfred&t ju 1 ift, 
burdfj B. ©benfo umgefeljrt: 
f) SBenn bie bur<$ A fenfre<$t ju I gezogene ©erabe burd) B geljt, 
fo fieljt bie ©erabe AB fenfred&t ju 1. 

l(h SDie Sebingung für eine ©erabe, einer gegebenen ©eraben 
parallel ju fein, fann in ber %oxm gefieHt fein, bafc fie mit einer ge= 
gebenen ©eraben einen bcftitnmten 2Binfet bilbet. ©oH biefe SBebingung 
nidbt jmeibeutig fein, fo mufc für bie gegebene ©erabe feftgefefct fein, 
weld&eS bie ©runbrid)tung berfelben fein foll, bie man audfj als bie 
pofttioe bejeidfjnet, ebenfo, in roeldfjer Slrt bie S)re^ung fein foll, meld&e 
einen pofitioen Sßinfel erjeugt. Sei biefen geftfefcungen ift bann bie 
Stiftung ber ©eraben einbeutig beftimmt. 

11. (Sine Sebingung für eine ©erabe ift ferner, mit 2 gegebenen 
©eraben gleite Sßinfel ju bilben. SBegen ber boppelten Stiftung einer 
©eraben ift biefe Sebingung jtoeibeutig. 2Äan fann jebocfc audj) Ijier 
eine einbeutige Seftimmung erhalten, wenn man bie pofitioen Stiftungen 
ber ©eraben feftfteUt. ©inb a unb b 2 (unbegrenzte) ©erabe, fo 
werben mir ben Sßinfel berfelben bur$ (a, b) bejetdjnen. S9ilbet a 
mit ber poftttoen Stiftung t>on b ben SBinfet (a, b), bann mit ber 
entgegengefe|ten Stiftung ben SBinfel (a, b) + 180°, mctyrenb bie ent= 
gegengefefete Stiftung von b mit a ben SBinfet 180° - (a, b) bilbet. 
3)lan ftef)t bann au<$ ein, bafc (a, b) unb (b, a) Sßinfel mit entgegen- 
gefefcten ßeid&en fo* ober aud&, bafe (a, b) -+- (b, a) = 360° ifi. 

3ft nun w eine ©erabe, toeldje mit a unb b gleid&e Sßinfel bilbet, 
fo wirb bieg auSgebrüdt burdj) (a, w) = (w, b). @S giebt aber nod) eine 
jtoeite ©erabe w', für meldte bie SSebingung ftattfinbet: (a, w') = 
180° 4- (w', b) = (w', b'), too b' bie entgegengefefete Stiftung t>on b ift. 

12. ©el)t eine ©erabe, meldfje bie Sebingung erfüllt, bafe fie mit 
2 ©eraben a unb b gleite Sßinfel bilbet, burdfj ben ©d&nittpunft ber= 
felbeti', fo Reifet fie bie Halbierungslinie beS SßinfelS berfelben. Sßie 
aus Str. 11 l)en>orgel)t, giebt eS 2 fotdfje ©eraben; für bie eine ift 

(a, w) = (w, b), 
für bie anbere (a, w') = (w', b) + 180° = 180° - (b, w') (gtg. 1), 

ober audjj (a, w') = (w', b'). 

2Jtan wirb in ben meiften gälten biefe Halbierungslinien als innere 
unb äußere unterfcfjeiben fönnen. Dbmoljt alfo bie 2luSfage ober S9e- 
bingung für eine ©erabe, bie Halbierungslinie beS SßinfelS oon 
2 ©eraben ju fein, jroeibeutig ijt, fo erhält man bodfj einbeutige S9e= 
ftimmungen burdfj bie geftfe|ung ber pofofoen Stiftungen ber ©d&enfeL 
Saburdfj fann man mand&e Ümfetjrungen von ©ä|en erhalten, otjne ba& 
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man no<$ }u einem befonbern SJeroeife greifen müf$te. SBir motten bieS 
an einem 33eifpiele erläutern. 

©a|. S)ie Halbierungslinie beS äßtnfetS an ber ©pi|e in einem 
gleid&fcfjenHigen 3)reiedfe halbiert bie ©runblinie unb fte^t auf berfelben 
fenfred)t. 

1. Umleljr. 3)aS im SRtttelpunfte ber ©runblinie eines gletdjj* 
fd&enfligen 2>reiedS erridfjtete Sot gef)t burdfj bie ©pi$e unb halbiert ben 
SBinfel an ber ©pi|e. 

2. Umle^r. S)ie ©erabe burdfj bie SJlitte, meldte gleite SBinfcl 
mit ben gleiten ©eiten bilbet, gel)t burdfj bie ©pifce unb ftet)t jur 
©runblinie fenfredfjt. 

3n bem ©afce ift bie Halbierungslinie beS 2BinfelS an ber ©pi|e 
einbeutig beftimmt, ba man biejenige barunter t>erftef)t, meldte inner- 
halb beS SDreiedfö liegt. 

2BaS bie 2 te llmfetjr betrifft , f o bilbet jroar au<$ bie ©runblinie 
felbfi gleidje SBinfel mit ben ©d&enfeln beS SßinfelS an ber ©pi|e; 
nehmen mir aber bie Stiftungen ber ©d&enlet als pofitit), meldte t>on 
ber ©pt$e nadf) ben ©nbpunlten ber ©runblinie gelten, fo mürben biefe 
SBinlel in bem Dörfer bezeichneten ©inne nidjjt glei$ fein, fonbern fidb 
bur$ baS fttifytn unterfd&eiben. 

13. 3)en ©runbfä|en über ©erabe entfpredjen ©runbfä|e über 
fünfte, bie tro| Üjrer @infa<$f)ett t)ier (Srmä^nung finben mögen. 

a) ©er $un!t ift einbeutig burdfj 2 ©erabe als beren ©dfjnittpunft be= 
jiimmt. 

3ftef)rere burdfj einen Sßuuft gefjenbe ©erabe bejeid^net man als 
©trafjlen. 2Bie nun eine ©erabe als Inbegriff aller fünfte er= 
fdfjeint, bie auf iljr liegen, fo ber $unft als Inbegriff aller ©trafen, 
meldte bur<$ iljn ge^en. 3)ie Ausführung beS in a) angegebenen 
©runbfafceS giebt nodfj: 

b) Siegt ber bur$ bie ©eraben a unb b beftimmte Sßunft auf ber 
©eraben c, fo liegt ber burdfj bie ©eraben a unb c beftimmte 
Sßunft auf b. 

c) Siegt ber bur<$ bie ©eraben a unb b beftimmte Sßunft auf ben 
©eraben c unb d, fo liegt ber bur<$ bie ©eraben c unb d be= 
ftimmte Sßunlt auf a unb b, ober ber ©d&nittpunft ber beiben 
©eraben ift ber ©dfjnittpunft von allen 4 ©eraben. 

14. ©in Sßunft ift im allgemeinen ein urfprüngli$ gegebener ober 
ein ©ebnittpunft t>on 2 Sinien, bie gerabe unb frumm fein fönnen. 
(Sinbeuttg beftimmte fünfte finb nur bie ©djjnittpunfte t)on 2 ©eraben. 
©oH ein Sßunft auf einer ©eraben liegen, fo ift er nodjj nidfjt beftimmt, 
er ift aber nidfjt mefjr ganj n>iHfürli<^ , infofern er eine Sebingung 
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erfüllen mufe; gur Seftimmung eines SßunfteS ber ©eraben ift bann 
nodjj eine Sebingung erforberlidfj. Shtfcer ber vorder angegebenen 33e* 
bingnng giebt eS nod& anbere, beren 3 ur ö^W rutl 9 ÖU f M* angegebene 
nid&t fofort erfannt wirb, ©o ifl ber 3Jhttelpunft einer ©tredfe, beren 
Enbpunlte beftimmt finb, ein beftimmter Sßunft unb jroar ein häufig in 
©ä$en oorfommenber. Sfcoclj allgemeiner ift ein Sßunft anf einer ©e- 
raben burc£ feine Entfernung von einem befiimmten fünfte berfelben 
ober burdfj baS SBerljältniS ber Entfernungen uon 2 befiimmten fünften 
ber ©eraben beftimmt. ES giebt freiließ 2 Sßuufte, beren Entfernungen 
baSfelbe 3Ser^ältniS f)dbm; man fann biefelben aber feljr leidet unter= 
treiben, ba ber eine innerhalb ber ©tredfe liegt, meldte bie erfien fünfte 
beftimmen, ber aubere außerhalb. Nebenbei fei bemerft, bafc mau biefe 
beiben fünfte als fonjugiert Ijarmonifd&e in Sejug auf bie erften 
6ejei$net. 

15. Eine Sebingung für einen Sßunft wirb oft in einer ©eftalt 
angegeben, aus ber burdj) einen @afc bie Sebingung abgeleitet wirb, auf 
einer Sinie ju liegen. Sin grofeer %til ber geometrifd&en Unterfud&ungen 
bejie^t fidö barauf, biefe ßurüdfffifirung j U beftimmen. ©in einfaches 
SSeifpiel lege bieS flar. Sine Säebingung für einen Sßunft ift, t>on 
2 fünften gleich weit entfernt ju fein. ES lä&t ftdj) nun na<Jjroeifen, 
bafe biefe Sebingung barauf jurücffommt, bafc er in bem Äote liegt, 
meines im 9Jlittelpun!t ber SSerbinbungSlinie ju berfelben errietet 
werben fann. 

16. ES ift oorljer oon fünften in ber ttnenblidjjfeit gefpro$en. 
©old&e finb natürlich nur ibeeU auf juf äffen; man rnufc einen Sßunft in 
ber Unenblidjfeit als eine Stiftung anfeljen. 2>ie Einführung f)at in* 
beffen ben Vorteil, bafe geroiffe Sejtetjungen ber ©ebilbe unter einem 
allgemeinern ©efidfjtSpunfte erfdjjeinen. 

17. 2)abur<$, bafc ber ÄreiS in bie elementare ©eometrie eingeführt 
ift, erhält man jroeibeutige SSebingungen für Sßuuft unb ©erabe. ©oll 
eine ©erabe burdjj einen Sßunft gefjen unb einen ÄreiS berühren, fo 
toirb biefelbe im allgemeinen jmeibeutig bestimmt. SDaSfelbe pnbet mit 
einem fünfte ftatt, ber bur<# ©erabe unb fireiS beftimmt wirb, ©äfce, 
meldte ftdfj an fünfte unb ©erabe Inüpfen, bie auf biefe SBeife be- 
ftimmt finb, laffen fidfj nid&t o^ne weiteres umlegen. Sei ben Semeifen 
wirb man gut tfjun, tyurfitt unb ©erabe, meldte man als ipilfSgebilbe 
einführt, möglid&ft einbeutig ju beftimmen. 
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B. $ie ©egenftättbe uub ^aujrtjiele Bei bcn Säften; bie betriebenen 

SRetljoben Bei bcn SJetoeifen. 

18. ®ie gunbamentalgebilbe ber ebenen ©eometrte finb, wie fd&on 
bcmerft, ©treefe unb SBinfel als ©röfjengebilbe, Sßunft unb ©erabe als 
Sagengebilbe. 35ie Sagengebilbe fönnen natürlich nur baburdfj bcftimmt 
werben, bafc man fte auf anbere Sagengebilbe bejiel)t, bie nähere S3e= 
ftimmung gefdjjietyt bann großenteils iura) ©röfcengebilbe. S)ie Unter- 
fudfjungeu über biefe Betriebenen ©ebilbe werben ba^er in SSerbinbung 
fielen. 3)enft man ftc^ einige ©ebilbe gegeben, fo werben anbere t>on 
biefen abhängig fein; bodlj tritt eine 2lbl)cmgigfeit erft ein, wenn min= 
beftenS 2 ©ebilbe gegeben finb. 

19. ©inb 2 ©trecfen gegeben, fo erhalten mir in ber Summe unb 
Sifferenj 2 anbere ©trecfen, bie t)on jenen abhängig finb. 2Bie fic£ 
ferner geigt, lann man unter bem $robuft t>on 2 ©trecfen ein neues 
geometrifd&eS ©ebilbe t)erfte^en, nämltdfj baS 9te$tecf, meines biefe 
©trecfen gu ©eiten Ijat. 3)cr Quotient ober baS SSerljältniS von 
©trecfen füf)rt ju einem ßaljlenbegriff, ^ ec ÜOn l enen abhängig ift. 
©inb mehrere ©tredfen gegeben, f o wirb man Ijier fdjjliefclidfj immer auf 
eine SSerbinbung von je 2 jurücf geben. @ine beliebige algebraifd&e 9Ser= 
binbung von ©trecfen wirb wefentlidlj auf eine ©treefe, eine glädjje, ein 
SBerbältniS jurüdttommen. 

20. ©inb 2 SBinfel gegeben, f o giebt nur bie ©umme unb SMfferen j 
eine einfädle unb wichtige abhängige ©röfce. 3)aS $robuft t>on SBinfeln 
bat feine einfache geometrifd&e Sebeutung. SDaS SSetfjältniS von SBinfeln 
fommt nur t>or, wenn es fefjr einfach ifi. Sine erweiterte Slnwenbung 
erhält man erfi bureb bie ©ufü^rung ber trigonometrtfe^en gunftionen. 
2ftel)r als 2 SBinfel geben fein befonbereS ©ebilbe. 

S)iefe genannten ©ebilbe ber ©röfee treten in ber ©eometrie nid^t 
für fidjj allein auf, fonbern in SSerbinbung mit ben ©ebilben ber Sage, 
ba eine rein algebraifd^e SSerbinbung von ©trecfen unb SBinfeln me^r 
ber Algebra angehört; beim audfj bie Trigonometrie befc^äftigt fid^ 
fdftfiefelidj nityt nur mit reinen ©röfjenbeftimmungen. 

21. 2)ur$ 2 fünfte wirb bie ©treefe befiimmt, welche man als 
ben Slbftanb berfelben bejeidfmet. SJufeerbem ifi bie ©erabe, welche bie 
beiben fünfte enthält, von ben fünften abhängig. 2ludj) fönnte ber 
3Jiittetpunft ber ©treefe in gewiffer §inftd(jt von ben fünften als ah- 
Ijängig gebadet werben. 

22. ©inb 2 ©erabe gegeben, fo werben burdfj fte 2 SBinfel be- 
nimmt, bie in einem beftimmten ßufammenbange fteljeu. S)a fte ju- 
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fatnmen 2 Sichte betragen, fo beftimmt ber eine ben anbero. ©benfo 
tfi ber ©<$nittpunft ber ©eraben unb bie Halbierungslinie ber SBtnfet 
oou benfelben abhängig. 

23. 2)ur<$ Sßunft unb ©erabe wirb bireft nur bie (Sbene befiimmt, 
roeldfje beibe ©ebilbe enthält. gnbeffeii Wimen mir inbireft nodj) t)er- 
fdjiebene ©ebilbe mit benfelben in Sejie^ung fe|en, bie wir alfo von 
benfelben abhängig benfen. fttityntt man baä fiot bur$ ben Sßunft jur 
©eraben, fo nrirb auf bemfelben bur$ $unft unb ©erabe eine ©trede 
abgefdljnitten, meldte fürjer ift, als bie 33erbinbung3jireden beä fünftes 
mit allen übrigen fünften ber ©eraben. S5iefe ©trede wirb batjer mit 
9tedf)t als ber Slbfianb ber beiben ©ebilbe bejeidfmet. 6$ ifi audfj baS 
£ot atö unbegrenzte ©erabe betrautet ein ©ebilbe, meld&eS in genriffer 
iQinjtd;t t)on ben beiben abhängig. 2ludfj nodj) auf anbere SBeife Wimen 
mir ©ebilbe uns von biefen Elementen abhängig benfen. 

24. $ti ben ©lementargebilben gehört au<$ ber Ärete, ber aber 
uic£t afe ©runbgebilbe anjufe^en ift, benn er ifi ein ©ebilbe ber ©röfce, 
roäljrenb bodf) jugteidf) audj) eine Sage iljm angehört 2ftittelfi ber ©runb- 
gebilbe erhalten mir eine hoppelte Stuffaffung von i§m. @in ÄreiS ent- 
fielt, votnn man einen Sßunft ber (Sbene feft^ält unb einen anbern in ber 
©bene fo bemegt, baf$ er Dom anbern fietö biefelbe Entfernung behält. S5e= 
megen mir aber eine ©erabe in ber @bene fo, bafe fie jiets biefelbe @nt* 
femung üon ber ©eraben behält, fo erjeugt bie ©erabe ebenfalte einen 
ÄreiS. 3)erfelbe erfd^eint bann gleidjjfam ate ^n&egriff aller Tangenten. 

25. 3)ie Unterfud^ungen in ber ©eometrie geljen jroar im anfange 
auf bie (Srforfcijung biefer einfachen 2lbljängigfeit; bodj) fütyrt bieS ni$t 
ju eigentlid&en Seljrfälen. ©old^e treten im mefentlid&en erft auf, xotnn 
man jeigen fann, bafc gemiffe ©ebilbe auf oerfdSriebene SBeife burd^ 
anbere beftimmt merben. Äanu man j. 33. jeigen, baf; ein $unft x 
nidbt nur burdf) bie ©eraben a unb b, fonbem audfj burdlj bie ©eraben 
c unb d beftimmt werben fann, fo ift babur$ ein ©a| gewonnen. 

26. 3ftbem man von 3 ©runbgebilben, in erfter Äinie von fünften 
ober ©eraben ausgebt, eröffnet fid& f#on ein roeiteS gelb für geometrifdfje 
Unterf ud^ungen. 3unädj)fl fei bemerft, bafc im allgemeinen 3 fünfte 
3 33erbinbung3linten, unb 3 ©erabe 3 ©dfmittpunfte beftimmen, fo bafc 
bie ©ebilbe, roeldfje bitrd^ 3 Sßunfte unb 3 ©erabe entfielen, aufeerlidfr 
biefelben fitib ; man bejeidmet baljer biefe ©ebilbe mit bem gemeiufamen 
Stamen ©reied, ob man oon 3 fünften ober 3 ©eraben auSgeljt. 35ie 
neuere Sluffaffuug unterfdfjeibet biefe ©ebilbe als SDreied unb ©reifeit. 
%ixx unfere 3roede ifi biefer Unterfdfjieb nid^t roef entfiel). 

Zubern man ju ben ©runbelementen bie 2ftitteu ber ©eiten, bie 
Halbierungslinien ber SBinfel beS SDreiedS unb ber 9tebenroinfel, bie 
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Sote bur<$ bie g<fen ju ben ©egenf eiten, Äreife, weld&e burdf» gejüiffe 
©d&nittpuufte gefjen bej. bic ©eraben ate Tangenten enthalten, l)in$ufügt, 
erhält man eine SQlcnge ©ebitbe, meldte in uätjere SBejieljung gefe|t 
werben fönnen, bie bafjer auclj manche Sefjrfäfce liefern. 

27. 3tod) meljr Stugfid&ten eröffnen ft<$ wo§l, wenn bie Sfojaljl ber 
urfprünglity gegebenen fünfte unb ©eraben größer als 3 ift. Subeffen 
finb bocl) nur SSiered unb SSterfcit ^eroorju^eben, ba e3 barauf an* 
lommt, einfädle Sejietjungen ju fu$en. 2)a3 SSicred unb SSterfeit bieten 
uoefj babur$ merfwürbige ©igenf d&aften , bafc man an bie gegenteilige 
Sage ber ©den unb Seiten uodj) eine SSebingung Inüpfen !ann, j. 39., 
bafc bie ©den auf einem Äretfe liegen, bafe ebenfo bie ©eiten einen 
ÄreiS berühren, bafc einige ber ©eiten ju einanber parallel finb :c. 

28. Sticht unwichtig finb audf) 4 fünfte, bie auf einer ©eraben 
liegen, fowie 4 ©trafen burdfj einen Sßunft. ©3 jeigt ftd^ f)ier, ba£ 
bie gegenfeitigen Steuerungen fotdfjer ©ebitbe t>on großer Sebeutung finb. 

29. 3)er ÄreiS für fidfj allein, bann audfj in SSerbinbung mit fünf- 
ten unb ©eraben, enbli$ in SSerbinbung mit anbern Äreifen giebt nodfj 
ein ausgebeutet gelb ju Unterfud^ungen. (E3 fanu bieS erft erörtert 
werben, wenn auf bie (Sigenfdfjaften nätyer eingegangen wirb. 

30. SSor ber Sfagabe befonberer ßiele in ben ©ä|en wirb e£ gut 
fein, eine Überfielt ber einfad&ften $idi im allgemeinen ju geben, wobei 
junädftft bie ©rö&engebilbe in Sctrad^t lommen. 

a) 2)ie einfadfjfte Sludfage oon ©rö&en ift bie, baß eine ©rö&e einer 
anbern (natürlich gleichartigen) glei$ ift. ißier fönnen mir nodfj 
2 Slrten unterfd^eiben. 9Jton x>ergleidbt entroeber ©ebilbe von irgenb 
einer ©röfje, bie aber burdfj Sebingungen irgenbwie beflimmt finb, 
miteinanber ober man t>ergleid^t eine burdfj irgenb meldte 83e= 
bingungen beftimmte ©röfee mit einer folgen, bie t>on §aufe aus 
(a priori) afe beftimmt gebadet wirb. $ur ©riäuterung mögen 
Seifpiele bienen. 

@rri$tet man im 2ftittelpunft einer ©trede AB auf ber 
©eraben biefer ©trede ba3 Sot unb ift P ein wittfürlid^ec *ßunft 
be$ SoteS, fo läßt fidfj jeigen, bafc PA = PB ift. SMe fjier t>er= 
glidfjeneu ©röfeen finb glei<$, bie Sänge ber ©treden PA, PB ifl 
aber eine willfürlid&e burdfj uid&tö auägejetd&nete ©röfee. 

©inb A, B, C bie SBinfel eines S)reiedS, fo gilt ber Safe, 
ba& A + B -+- = 2 R ift. £ier t>erglei$eu wir eine burdlj gewiffe 
Sebingungen beftimmte Summe mit einer ©röfee 2R, bie als eine 
urfprünglidfj gegebene gebadet wirb. 

b) ©3 giebt nocij eine anbere 3trt t>on 2lu8fagen über ©röfeen, bereu 
aSerftänbni^ erft erfdploffen wirb, wenn ba3 ©cbiet ber Unterfudjmngen 
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ft<$ erweitert $at. £enft man ftdj) nämlich mehrere ©röjsetigebilbe 
butdfj eine Slnja^l von Sebingungen berartig beflimmt, bafc für alle 
bie meiflen 33ebingungen biefelben ftnb, eine aber t>erfdjieben, fo bafc 
für bie le|te gteidj)fam ein ©pielraum gelaffen ift, bann wirb 
für eines ber fo beftimmten ©ebilbe eine midfrttge SluSfage fein, bafe 
es baS lleinfie ober gröfeefie ift. 

3ft j. 35. ein Sßunft unb ein SBinfel gegeben, ber innerhalb 
beS 2BinfelraumeS liegen foU, fo wirb jebe burd) ben Sßunft gelegte 
©erabe mit ben ©d&enfeln beS 2Bin!efe ein 2)reieä bitben. Slffe 
biefe ®reie<f e Ijaben ber Sage nadfj 2 ©eiten gemein , roafjrenb bie 
britte ©eite t>erfdfjteben ift; biefe britten Seiten l)aben nnr baS ©e- 
meinfame, bur$ benfelben Sßunft ju gelten, fo bafc Ijier ein ©piek 
räum gelaffen ift. £ier gilt nun ber ©a|: 33on allen 2)reieden, 
bie man erhält, wenn man burdfj einen Sßunft innerhalb eines 
2Bin!eIraumeS eine ©erabe legt, ifl baSjenige baS fleinfte, bei meinem 
bie <Stre<$e ber burd> ben Sßunft gelegten ©eraben innerhalb bcS 
SßinfelraumeS burdfj ben Sßunft halbiert wirb. 

2)iefe Hcinfien unb größten ©ebilbe fjeifeen Minima unb 
Maxima. 

31. SDie SfaSfagen über bie ©rö&e erfd&einen nid^t immer in ber 
einfachen gorm A = B, roo A unb B ©ebilbe ftnb, bie in ber be= 
treffenben gigur beS ©afceS nrirffiäj bargeftettt finb. ©n ©ebilbe täfct 
fidf) häufig burefj anbere nur auSbrüdfen. 3ftan f>at j. 83. SKuSfagen 
von ber gorm A = B -h C, A = B - C. 2>iefe §orm tritt bei allen 
gunbamentalgebilben , befonberS aber bei gläd&en auf. 2)te SluSfagen 
nefjmen nodfj t>ern>i<feltere formen an, toenn trigonometrifd&e gunf= 
tionen benufct werben. Sßefenttidj) t>erfdfjieben ftnb biefe SluSfagen in= 
beffen von ben Dörfer ermähnten (30 a) nidfjt, ba man fidfj ein foldjjeS 
©ebilbe immer fonjiruiert benfen fann, wenn bie Äonftruftion in ber 
©runbpgur audlj ni#t ausgeführt ifi. ©inb j..8. a unb b bie fiat^eten, 
c bie £ppotenufe eines redfjtnrinfligen 2)reiecfS, fo gilt ber ©a| 
c 2 = a 2 -+- b 2 . 3)enft man ftdfj bie Quabrate über ben ©eiten eines 
SDreieäS gejeidjmet, fo mufj man ftdfj in ©ebanfen nodlj erft eine gigur 
jeidfjnen, meldte bie Quabrate über a unb b in fidlj enthält, Smmerljiu 
fann man ft$ biefe ßonftruftion leidet ausgeführt benfen. 

32. 2Befentlid(j anberS finb bie SluSfagen über Äongruenj unb 
Säljnlid&feit ber giguren. 3n biefen liegt nämlid& ein ßufammenfaffen 
von ©igenfdfjaften. ©e|t man j. 33. ABO & A'B'C, fo fteden bariu 
bie SluSfagen AB = AB', AC = A'C, BO = BC unb rto$ anbere, 
bie bej. eine golge ber anbern finb. ©ntfpredjenbeS gilt über bie SluS- 
fagen ber Sitynlidfjfeit unb enblid^ ber Sßrojeftimtät. 
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33. 3u ten angegebenen ©äfcen über ©leid&ljeit fommen bie ber 
Uugleidbljeit von ©röfcen A>>B, A<B. ©old)e 9lu3fagen geben oft 
ein 2JHttel, um (Steigungen feftjufteHen, befonberä auclj bie geftfieHung 
ber 3ftajrima unb 3Jtinima. 

3n ber Statur ber ©ad&e liegt es, bafc man ni<$t SuSfagen mad&t, 
meldte jufammenfaffenbe Ungleichheiten geben. 

34. Sie SluSfagen über bie ©ebilbe ber Sage finb im roefentlid&en 
t)on berfelben Slrt als bie 39ebingungen, bur$ meldte fie beftimmt werben. 
3Son einer ©eraben mad)t man alfo bie Folgerung, bafe fie burdj) genriffe 
fünfte gefje, bafc fie ju bestimmten ©eraben parallel fei ober fenfred&t 
ftelje ober bafc fie einen ÄreiS berühre. 33om fünfte mad&t man bie 
Folgerung, bafe er auf einer beflimmten ©eraben ober anbern Sinie 
liege, £äufig erfd^eint bie SluSfage in einer gorm, au£ ber uermittelft 
eines ©a|e£ bie Folgerung gemalt werben lann, bafc 'er auf einer 
beftimmten Sinie liegt. 2Bir merlen l)icr folgeube SluSfagen: Er l)at 
üou einem fünfte eine beftimmte (Entfernung, er tyat dou 2 fünften 
gleite Entfernung, er Ijat von einer Sinie eine beftimmte Entfernung, 
er Ijat oon 2 Sinieu gleite Entfernung. 

35. 2)ie Sebingung, bafe ein Sßunft von einem beftimmten Sßunfte 
eine beftimmte Entfernung Ijat, fütyrt ju ber Folgerung, bafi er auf 
einem Greife liegt, Sit einer folgen Folgerung gelangt man inbeffen 
audj) burdfj anbere Sebingungen. 3ji nämlidj) ein Sßunft ber ©d&eitefc 
punft eines SBinfelS oon beftimmter ©röfee unb geljen feine ©djjenfel 
bur$ beftimmte fünfte, fo liegt er auf einem beftimmten ÄreiSbogen. 
2>iefe Folgerung finbet auf geometrifdjje ©äfce in ber Slrt oft 2tn= 
roenbung, bafc man jeigen fann, bafe ein $unft auf einem Greife liegt, 
ber buxty 3 tynnltt befiimmt tfl. 

36. 2)enft man ftdlj für einen 5ßunft eine fol<$e Sebingung auf- 
gefieHt, baft barauS ber ©cfjlufe gejogen werben lann, er liegt auf einer 
befiimmten Sinie, fo Reifet biefe Sinie ber geometrifd&e Ort beS fünftes, 
melier jener Sebingung entfpridfjt. SSeifpiel: 35er geometrifd&e Ort beS 
fünftes, ber uon 2 fünften gleite Entfernung §at, ift baS im 2ftittel- 
punft ber SSerbinbungSlinie errichtete Sot. S^fofem einer SBebingung 
für einen Sßunft hn allgemeinen ein geometrif^er Drt entfpridjjt, fo fe^en 
mir, bafc ein Sßunft burdE) 2 geometrifdfje Örter beftimmt wirb. 

37. ©teilt man für eine ©erabe eine Sebingung auf, jo wirb fie 
baburdjj nodlj nid&t beftimmt, es wirb t)ielmel)r unenblid^ Diele ©eraben 
geben, roelcbe alle biefe SBebingung erfüllen, genau ebenfo rote eS au<$ 
unenblid; t>iete fünfte giebt, bie einer Sebingung entfpred^en. 9tad> 
ber Analogie fönnte man l)ier nadfj bem geometrifdfjen Drt ber ©eraben 
fragen. £a bie ©pradfje aber für Sßttnft unb ©erabe anbere SluSbrüdfe 
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f)at (ber Sßunft liegt in bcr ©eraben, bie ©erabe gety burdjj ben Sßunft), 
fo wirb au$ §ier eine anbere SfaSbrudfeweife am Sßlafce fein. Man 
wirb t)ier t>on einer ©noeloppe ober au$ einem feften Elemente einer 
©eraben fpred&en. ©off 5. 8. ba3 Servitute ber Entfernungen einer 
©eraben t)on 2 bestimmten fünften feft bleiben, fo läfet ftdb jeigen, bafe 
bie ©erabe fletS burdjj einen beftimmten $unft gelten mufe. S)iefer 
$unft ifl bann baS fefle ©lement ober bie @ra>eloppe ber ©eraben. 
©off eine ©erabe t>on einem fünfte ftete eine bestimmte (Entfernung 
Jjaben, fo mürbe ein ÄreiS, ben bie ©erabe ftetS berührt, als @m>eloppe 
ber ©eraben anjufetjen fein. 

38. 3n betreff ber SluSfagen, bafj ein Sßunft auf einer beftimmten 
©eraben liegt, bafe eine ©erabe burdj) einen beftimmten Sßunft gef)t, fei 
bemerft, ba& bie eine leidet auf bie anbere jurü<$gefül)rt werben fann. 
©off nämli<$ ber Sßunft C auf ber ©eraben AB liegen, fo Reifet bte£ 
fo Diel afö bafe bie ©erabe AB burdfj ben Sßunft C geljen foff. Ttan 
fann fjiemadjj für einen ®a| wrfdjiebene formen erhalten, ©tejenige 
gorm wirb bie befte fein, bei weld&er bie ©ebilbe in einer möglidjft 
fpmmetrifd&en ©efialt auSgebrfidt werben. 6in einfa<$e3 SSeifpiel fteffe 
bie£ flar. 

ßietjt man in einem 2)reie<f ABC bie ©dfjwerltmen t>on ben (Säen 
A unb B, fo werben ft$ biefelben in einem fünfte S fdjneiben. S)er= 
felbe liegt mit ber @<fe C unb bem 9ftittelpunft uon AB in einer 
©eraben. 63 wütbe alfo folgenber ©a£ ftattfinben: S)er ©dfjnittpunft 
von 2 ©dfjwerlinien eines 3)reiecf3 liegt mit ber britten @de unb bem 
2JHttelpunft ber ©egenfeite in einer ©eraben. 

©infamer unb fpmmetrifd&er Reifet biefer ©a|: 

S)ie 3 ©dfjwerlinien eines ©reiecfö fd&neiben fid^ in einem fünfte. 

3ftan wirb umgefe^rt aud) oft bie SfaSfage t)on 3 ©eraben, weld&e 
burdfj einen Sßunft geljett auf bie jurüdffüljren , bafe 3 fünfte in einer 
©eraben liegen, wenn ber ©a§ baburdjj eine fymmetrifdfje ©efialt an= 
nimmt. 

©off jebodfj ber SSemeiä geführt werben, fo wirb eä in ben meiften 
gaffen von Vorteil fein, eine gorm erft in eine anbere überjufü^ren, wie 
überhaupt bie Überführung einer $orm in eine anbere uon Vorteil ift; 
ganj befonberS mistig ifl bieS, wenn für ©erabe bie SBebingungen auf- 
treten, parallel ober fenfredjt ju anbern ju fein. 

39. $)ie SluSfagen, bafc 3 bur$ oerfd&iebene Sebtngungen befiimmte 
©erabe burdjj einen Sßunft getjen, bafi 3 bur<$ uerfcfjiebene SSebingungen 
beftimmte fünfte auf einer ©eraben liegen, ftnb vorder fdfjon j)ert>or= 
gehoben. Stte Sfajaljt ber ©eraben unb fünfte fann natürlich audjj oft 
meljr betragen. SSon befonberer SBebeutung fann biefe SluSfage no$ 
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werben, wenn 4 ©ebilbe twrljanben ftnb. Ster ©erabe burdj) einen 
$unft, 4 fünfte auf einer ©eraben fjaben nämUdj bann eine befonbere 
Sage, wenn fie fjarmonifdj) finb. 

40. 2)urd) bie £injunal)tne be8 ÄreifeS aU Elementargebilbe t>er= 
mefjrt fidfj bie Slnja^l ber allgemeinen StuSfagen feljr bebeutenb. 3Jton 
unterfudfjt ^ter fünfte, welche ber Sßerip^erie be8 ÄreifeS angehören, 
©erabe, welche Tangenten ju einem Äreife finb, ber in Dielen gätten 
nur burdfj geroiffe Sebingungen beflimmt gebaut wirb. 3lu<$ fönneu 
©erabe unb fünfte nodj) auf anbere SBeife auf ben ÄreiS bejogen werben. 

SBei 2 Äreifen ift von Sebeutung bie SfoSfage, bafe fte fid& be-- 
rühren, Ion jentrijc^ finb , fidj) redfjtwinf lig f df)neiben. Sei 3 Äreifen ifl 
ber gaU wid&tig, bafe fie fi$ in benfelben fünften fdjmeiben (allgemeiner, 
bafe fie einer ©d&ar angehören), enblidp audp, bafj fie bur$ einen 
Sßunft ge^en. 

41. SSerroicfeltcrc ©ä|e werben bur<$ Einführung neuer Segriffe 
mefjr überft$tli<$ unb einheitlich * bargeftellt. Seim SDreiedf giebt e3 
j. S. fogenannte merf würbige fünfte, ben ©d&werpunft, ben ÜJlittefc 
punft be$ UmfreifeS 2c. §aUn nun 2 SDreiedfe, bereu ©den uerfdjtfeben, 
aber in befonberer SBeife üoneinanber abhängig finb, ben ©d&mer* 
punft gemein, fo fjat man bamit eine merf würbige 3tu3fage gewonnen. 
$war fommt biefe SluSfage im wefentlidpen barauf jurüdf , bafe ber 
©dpnittpunft von 2 ©eraben m unb n mit bem ©dfjnittpunft von 
2 anberen ©eraben m t unb n, übereinftimmt, bodfj ift biefe 2lu£fage auf 
eine einfädle gorm gebraut unb jugleidfj umfaffenber, infofern ber Sßunft 
auf rerfctyiebene SBeife in ben S)reiecfen beftimmt werben fann. 

2luf ben Segriff ber Äongruenj ift fdfjon früher aufmerffam ge- 
malt, e3 fei nodj) auf bie SBP&nlid&feit, Äolliueation unb Sßrojeftiuität ber 
giguren Ijingewiefen. 

Sem. S)ie angegebenen allgemeinen $iele ftnb jwar ni$t doII- 
ftänbtg angegeben, bod& ift eine flberfidfjt hiermit gewonnen, foweit Sßunft, 
©erabe, ÄreiS afe ©runbgebitbe angcfetyen werben. Sludfj für bie Star* 
ftellung einfad&er Eigeufdpaften von fiegelfdfjnitten ift tin gunbament 
gefd&affen. 

42. 3m allgemeinen Rängen bie Eigenfdjjaften ber gtguren von* 
eiuanber ab; b. Ij. eine Eigenfdfjaft jiefjt bie anbere nadjj fidp. (ginige 
foldper Eigenfdfjaften werben al3 Erweiterungen von anbern bejeidpnet. 

£)ie Erweiterung befielt im wefentlicfjen barin, bafe ftatt einer Se= 
bingung von beftimmtem Eljarafter eine anbere eintritt, bie eine gewiffe 
2BiHÜir no$ enthält, gur Erläuterung biene folgenbeS Seifpiel. 

©a|: Äonfiruiert man über ben Seiten eines 2)reie<fö uadfj außen 
gtetdjjfeitige Sreiecfe, fo fdpneiben ficb bie SerbtnbungSlüüen ber Eden 
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bc3 ©runbbretedS mit ben ©pifcen bcr gleid^fcitigen ©reiede über ben 
©cgenfeitcn in einem Sßunfte. 

2)iefer ©a£ lä&t ftdf) ju folgenbem erweitern: 

fonftruiert man über ben ©eiten eines 2)retcd$ nadjj aufeen 
gleidjfd&enflige ätjnlid&e 2)retede, fo fdfjneiben ftdjj bie SSerbinbungSlinien 
ber ©den beS 2)reied3 mit ben ©pi|en ber gleid&fd&enfligen 2)reiede 
über ben ©egenfeiten in einem fünfte. 

3u biefem ©a|e ifi bie SBebingung, bafj bie 2>reiede gleidjjfeittg 
fein muffen, fallen gelaffen, eS tritt eine Sebingung ein, bie no<$ eine 
SBiUfür enthält, l)ier alfo ben 2Binfel an ber ©runbttnie. %mix erfte 
©a$ mufj natürlich ftets in biefem enthalten [fein. ®afc bie£ J)ier ber 
gall tft r folgt barauS, baft alle gleid&feitigen £)rctede untereinanber 
tynlify jtnb. @3 fei bann aber bemerft, ba§ in bem allgemeinen 
%aU audfj no$ anbere befonbere gälle enthalten finb. 2Jian fann 5. SB. 
au£ ber angegebenen erweiterten ©genf^aft ben ©d&lufe jieljen, baft Die 
©cijwerlinien unb bie £öf)en fid^ in einem fünfte fd&neiben muffen. 

43. Sßon einer Erweiterung einer (Sigenfd&aft fann man nodfj eine 
9luSbel)ming unterfd&eiben. 3Me SfaSbeljnuug bejietyt ft$ barauf, bafc 
man eine SBefd&ränfung fallen läßt, bie nidfjt eine beftimmenbe SBebtngung 
für ein ©cbilbe ift. 3»t bem oben genannten ©a|e mar gefagt, baf$ 
bie 2)reiede na$ anfeen fonftruiert werben fottten. ©iefc SBebingung 
bient ni$t baju, bie Sreiede näfjer jn beftimmen, fie legt ber Sage ber 
©pi|en tnelmeljr nur eine SBefd&ränfung auf. £er ©a| läfet ftdb nun 
auf ben %aU ausbeuten, bafc bie gleidfjfcljenfligen bej. gleid&fettigen 
£reiede über ben ©eiten mit bem ©ruubbreiede in bemfetben gtädfjem 
teil fonftruiert werben. Snbem mir beu ©a$ audlj für btefen §all be= 
weifen, Ijaben wir bem ©afce eine 2lu3bet)nung gegeben. 

£)ie neuere ©eometrie leljrt, bafe fold&e StuSbeljnungen fiet0 ftatt= 
finben, jebodj) ift juweilen bie ftrenge gorm m$t gteidjj erfenntlid^. 
3fnbem j. 33. ©ä£e uon 2 fiel) fdfjneibenbcn Greifen auf foldfje ausgebest 
werben, bie fi$ nidjjt fdfjneiben, fo ifi an ft$ nodO nidfjt flar, was 
an ©teile ber ©djjnittpunfte einzutreten fjat. 2Bte bem audfj fei, eine 2lu3- 
be^nung von ©äfcen in biefem ©inne läjjt ft$ ftets nadfjweifen. 

44. S)er ©egenfafc ber Erweiterung einer (Stgenfdjjaft ift bie 
©peciatifierung berfelben. ipier wirb von einer allgemeinen @igenf$aft 
auf eine befonbere gefdfjloffen. SBir fdljliefcen j. SB. von bem allgemeinen 
©a$, ber ftdf> auf bie ctynlidjjen gleid^fc^enfligen SDrciede begießt, auf 
ben fpecieHen uon ben gleid&feitigen 2)reieden. 3)er ©a^ dou bem 
©d^neiben ber ©d^werlinien ift ebenfalls ein fpecieller gaU beö oor^er 
angegebenen; bodlj fann er aud^ aU fpecteHer gatt eines anbern an= 
gefehlt werben, j. SB. beS ©a^eS t>ou 6eoa: 3n jebem S)reied fd^neiben 
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fi<$ 3 EdftranSoerfalen in einem fünfte, wenn baS ?ßroDuft von 3 an- 
fto&enben Xeilftüdfeu ber Seiten, meld&e burd) bie XranSoerfalen ge= 
bilbet werben, gleidjj bem Sßrobuft ber 3 anbecn ift. 

$eroorragenbe$ 3nterref[e Ijaben foldjjie ©pecialeigenf <$af ten , wenn 
ft<$ nod& anbere Eigenfd&aften baran fnüpfen. 

Site eine fpecieffe ©igcnfd^aft ift nod& ber gaff aufjuf äffen, wenn 
eine Äuroe (frumme Sinie) in eine Sinie befonberer 2lrt, j. 8. eine 
Effipfe in einen ÄretS, ein ÄreiS in eine ©erabe übergebt. SJtan be-- 
jeidfmet bieg ate degenerieren. 3Jton f)<xt j. 33. ben ©a£: SDer geo= 
metrifd&e Ort beS fünftes, beffen Entfernungen oon 2 fünften ein 
gegebenes »erljältnte fjaben, ift ein ÄreiS. 3ft baS Servitute 1 ober 
mit anbern SBorten, werben bie Entfernungen gleid&, fo ift ber Ort eine 
©erabe. 2)ie3 roiberfprid&t bem £auptfa$e nid^t, ba bie ©erabe ate 
Ärete mit unenbtidj großem StabiuS anjufefjen ift, es ift ber ©a| alfo 
ate fpecieffer gaff beS affgemeinen anjufe^en. 

45. $ur Crmeiterung von Eigenfd&aften gelangt man burd) 3n- 
buftion. SSermittelft ©pectalifterung oerfdjjiebener ©äfce, bie auf eine 
affgemeine gigur angemaubt werben, gelangt man burd) ©ebuftion jum 
SSeroeife von ©ä|en. Öfter au<$ muffen bie ©ä|e in i&rer affgemeinen 
gorm jur Slnroenbung gebraut merben. 3m affgemeinen wirb eine 
SSerbinbung von beiben 2ftetf)oben am beften fein. 

46. ©eometrifd&e ©äfce fönnen burdj) anatytifdje unb fpnt^etifd^e 
3Äct^oben benriefen merben. 3)ie analpttfd&e SDlet^obe bebient ftd) jur 
SBeroeiSfüIjrung beS ÄoorbinatenfoflemS. S)ie Sebingungcn für fünfte, 
©erabe, Äuroen merben burd) bie Äoorbinaten ober ©leid&ungen ftreng 
eingeführt. S)a äffe SBeroeife mefentlid& barauf berufen, bie 33ebingungen 
ju benufcen, fo tyat man burdj? bie analptifd&e 3ftetl)obe ein jiemltd& 
fixeres Hilfsmittel jur a3eroei3füt)rung gefunben. Stur bie oerroidfelte 
gorm ber ©leid&ungen legt ber Slnmenbung biefer 3>iet^obe oft £inber- 
niffe in ben 2Beg. Swner^in ift fa ein oorjügltdDeS Hilfsmittel unb 
t)on tjeroorragenber SBebeutung für bie Söfung gemiffer Aufgaben, j. 83. 
ber Seftimmung oon geometrifd&en örtern ber fünfte unb ber feften 
Elemente (Enoeloppen) oon ©eraben. 

3)ie fpnt^etlfd^e ÜJlet^obe beftfct nod& leine £if8mittel, bie 33e* 
bingungen in ftrenger unb erfd^öpfcnbcr SBeife einzuführen, fo bafj ber 
fynttjetifd&e Seroete ntd&t fo ftd&er ate ber anafytifd&e ifi. %n gemiffen 
gaffen, roobei natfirlidfj bie Einführung ber SSebingungen erfd^öpfenb ift, 
wirb ber SeroeiS aber einfacher, unb ift wegen ber SBielfeitigfeit ber 
Einführung ber Sebingungen fe^r anregenb. 

47. ÜJtan unterfdfjeibet bie fyntfjetifd&en Seroeife nod& ate birefte 
unb inbirefte. SDer naturgemäße ©ang ift ber birefte. S)er inbirefte 
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wirb ba angemanbt, wo es jidfj um bie Umfeljrung eines ©afceS Ijanbelt 
@S wirb gezeigt, bafe baS ©egenteil ber Se^auptung nid&t ftattftnbeu 
fann. 3Ran wirb bie inbireften SBeroeife nid^t ganz entbehren tonnen, 
inbeffen wirb es bei wenigen ©ä|en nur nötig fein, fie anjuroenben. 

48. 2)er ©ang eines fyntl)etifd&en SBeweifcS ift im wefentlidfjeu 
folgenber: 3unä$ft flettt man mit SBenufcung einiger SBebingungeu 
unb gewiffer gunbameutalfäfce eine ©igenfdbaft A feft SDiefe ©igenfdfjaft 
tritt nun gleidfjfam als neue S3ebingung auf. ^nbem mir fie mit nodb 
ntd&t benufcten SBebingungen fombinieren, erhalten mir bie ©genfdjaft B. 
Stuf biefe SBeife get)t es entfpredfjenb meiter. Unter allen Umftänben 
finb alle Sebingungen ju benu|en, ja es mirb in fe^r fielen gaffen 
manche Sebingung mehrmals benufct merben. @nbli$ mirb man jur 
verlangten ©igenfd&aft fommen. 

ßumeilen üerfä^rt man audj fo, ba& man ftd^ fragt, aus welker 
(£igenfd&aft B bie verlangte @tgenfd)aft C gefolgert werben lann. 2ftau 
fuc^t bann bie @igeuf$aft B ju erhalten, wobei man ebenfo fragen fann, 
aus welker (Sigenfdfjaft A biefe gefolgert werben fann unb fo fort. @S 
bleibt bann fd&liefelidj) nodfj ber Slad^weiS ju führen, bafc bie @igenf$aft A 
notwenbig zur gigenfdj)aft B, unb leitete ju fü^rt. SJtan bezeichnet 
einen folgen ©ang oft als analptif<^=fpnt^etifd& , bod& ift es woljl nidj)t 
nötig, bafür einen befonberen Slawen einzuführen, ba bie 2trt ber Untere 
fud&ung von jener anberu ui$t wefentlidf) t)erf<$ieben ift. Um jum 
ginben ber Seweife anzuleiten, ift jene SKet^obe nidfrt wotyl ju entbehren, 
in ber SDarftettung ber Seweife wirb man beffer rein fyntljettfdf) verfahren. 
2ftan fann im ganzen folgenbeS behaupten: ©elingt es, bie Sebingungen 
für fünfte, ©erabe, Äreife u. f. w. erfd^Öpfenb fo einzuführen, bafe 
fiel) Folgerungen baran fd&liefcen, bie man mit anbern SBebingungen fom= 
binieren fann, fo ift bamit ber ©ang beS SBeweifeS feftgeftettt. 



C. ßinige allgemeine Regeln jur (Mangung bon Übung in ben 
JBe&eifen nnb bie toridjtigften Hilfsmittel betfetten. 

49. S)ie legten ©rünbe für bie Sttdfjttgfeit uon ©ä|en finb bie 
©runbfä|e, bie wof)t bei allen SSeweifen jur Slnwenbuttg fommen. 
Um alfo ©idjjerfyeit in ber ^Beweisführung ju erlangen, ift baS twtte 
aSerftänbniS ber ©runbfäfce nötig, ©o einfa<$ biefelben ftnb, fo wirb 
audjj Ijier einige Übung nü|lid^, ja fogar notwenbig fein. $m ganzen 
wirb man woltf bur<$ wenige Übungen zur gertigfeit gelangen, befonberS 
wenn man bei foäteren Übungen biefe Folgerungen nod) aufmerffam 

SB. fjfu^rmann, @gnt$etif$e »eroeife. 2 
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beadfjtet. 2>abei fud)e man bic ©ä|e junädjjft fo umzuformen, ba& ba£ 
ju errei^enbe 3^ in befanntec gönn erfd&eint. 

50. Stufjer ben ©runbfäfcen giebt e$ eine Slnjaljt von gunbamental* 
fä^en, bie ebenfalls in ber SBeife jur Slnfdjjauung gebraut fein muffen, 
bafe mau iljre Slnwenbung fofort einfielt. 2)aju finb ju rennen bie 
©ä|e von ben ©d)eüel= unb 9tebenwinfeln, bie ©ä|e von ben 2Bin!eln 
bei parallelen Sinien, von btn Sßinfeln beS 3)reiedfe, t)om gletd^- 
fdfjenfligen £)reie<f, t>on ber ßongruenj ber SDreieäe, vom Sßarallelo* 
cjramm, t)om Srapej, von ber Tangente, t>om Sßeriptjeriewinfel im 
Greife. — 3mrir wirb bie SJebeutung biefer ©ä|e befonberS aus ber 
Sänwenbung erfannt, fte fönnen aber anbererfetts ni<$t angewendet 
werben, wenn fte ni$t uotfjer erfannt finb. Sei ben erften SBeweifen 
wirb man baljer bie äfowenbung fu$en laffen. gnbem baburdj bie 
93enu|ung ber SBebingungen eingeübt nrirb, ift ber igauptfdfjritt jur (Sin* 
fütyrung in bie 33emei3metl)oben gef$et)en.*) 

51. 3)ie ©runbgebanf en , auf benen ber SJeweiS beruht, finb an= 
gegeben; es feien aber nod) einige fünfte ermähnt, bie bem Anfänger 
©d&wierigfeiten bereiten, ^eber Sßunft unb jebe ©erabe, t>on benen eine 
SSCuSfage gemalt werben fott, muft burdfj 2 SBebingungen beftimmt werben, 
©ott man j. 33. beweifen, bafc ftdjj 3 ©erabe in einem fünfte fc&neiben, 
fo mufc ber betreffenbe Sßunft junäd&fl ber ©dfjnittpunft von 2 ©eraben 
fein, £ierau£ mufe bann eine Folgerung gemadfjt werben, fo bafe 
biefer Sßunft nidfjt nur ber ©dfmittpunft ber beiben ©eraben ift, fonbern 
no<$ irgenb eine @igenf$aft Ijat, aus ber ftd& bie Folgerung jiefjen läfct, 
bafc er auf ber britten ©eraben liegt. 9Jlan fann anbererfeits audf) ben 
$unft afe 33ebingung jur 33efiimmung ber britten ©eraben anwenben, 
inbem man nodj) eine ber 33ebingungen ber britten ©eraben benufct (Sbenfo 
ift eine ©erabe immer nur burdjj 2 33ebingungen beftimmt. 33erbinbet 
man alfo 2 fünfte A unb B, fo ift bieS bie ©erabe AB. ^nbem 
man von berfelben eine @igenf<$aft bemeift, erfd&eint bie ©erabe nityt 
nur als AB,, fonbern afe irgenb eine anbere ©erabe, j. 33. afe Sot 
jur ©eraben 1, afe parallele jur ©eraben m :c, woburdj) man ju 
neuen Folgerungen gelangen fann. ©offen j. 35. A, B, C in einer 
©eraben liegen, fo ifi etwa ju jeigen, bafj AB fenfredfjt ju 1 unb eben= 
fo au# AC fenhre^t ju 1 ift, fo bafe AB unb AO biefelben Sinien 
finb. ®in 2Beg ift au<$ ju jeigen, bab B(AC)**) = 2 R ift; bodfj 
fommt bieS im ganjen aufs Vorige jurttef. 



*) Sa) fann nidjt unterlaffen, ijier auf bie erften ßapitcl be§ SBerfeS: ©anbtncr 
unb Sungijang, ©ammlung, t)on Seljrfäfcen unb Aufgaben tnnauroeifen. 

**) 2Rit B(AC) beaeia)nen wir ben SBinfel, ber fonft burdj ABO bargefteUt wirb. 
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52. SBie bie ©erabe unb ber Sßunft bur$ 2, fo mufe ein ÄretS, 
von bem eine SluSfage gemadfjt werben föff, ftetS bur$ 3 33ebingungen 
beftimmt werben. 2Jtan wirb bann aus benfelben eine Folgerung jieljen, 
j. 35. baß er nod) burdfj einen vierten Sßunft getjt, ber in ber gigur 
eine befonbere S3ebeutung £>at. ©anj befonberS ift biefe Folgerung 
bann wtdfjttg, rotnn ber ÄreiS befmfs beS 33eweifeS als igitfSgebilbe 
auftritt. ©r wirb ein widriges Hilfsmittel geben, unt gewiffe SBinfel 
als gleidf) ju erweifett 

53. Oft füljrt bie Kombination von mehreren 33ebingungen ju 
feiner Folgerung ober wenigstens ju feiner Folgerung, bie in SBerbinbung 
mit anbern gegebenen 33ebingungen ju neuen Folgerungen füljrt. 3n 
folgen gäHen muß man ju Hilfslinien feine 3 u Pu$t nehmen. 3fn ben 
§unbamentalfä$en finb j. 33. gleiche Sängen anftofjenb, parallel ober in 
fongruenten 2)reie<fen. Qat man in einer gigur gleite Sängen, bie ju 
feinem ber angegebenen gäHe paffen, fo mu$ man Hilfslinien jieljen, 
bur<$ wet$e man ju ben genannten gäHen geführt wirb, ©benfo wirb 
audj bie ©inffi^rung von igilf Spunf ten , & e i- von öilfSfretfen not- 
ivenbig fein. 

54. S)er ©dfjwerpunft beS 33eweifeS beruht in fel;r vielen gaffen 
in ber Slufftnbung ber richtigen igilfSgröfjen. SEBiff man j. 33. beweifen, 
bafe 2 ©röften a unb c gleid; ftnb, fo wirb man eine ©röfte b fudjen, 
von ber fid^ jagen läjst, bafe fie föwo^l gleidj) a als audj) gleidf) c iji 
3Jlan wirb babei gut t^un, fovtel als möglidj) an bie gegebenen 33e= 
bingungen anjufnüpfen. ©elbfiverftänbltcb wirb man juweilen mehrere 
joldfjer ©röfcen fud&en muffen. 

55. %n anbern gaffen ift es vorteilhaft, eine ©igenfdjaft als 
fpecieffen gaff einer allgemeinen ©igenfd&aft anpfeifen. 2ftan beweift 
bann erfl bie allgemeine ©igenfd;aft unb fte^t, ob bie verlangte ©igen- 
fdjaft fidfj nid^t als fpecieller gaff ber allgemeinen ergiebt. 2>ieS tritt 
bann befonberS auf, wenn ein Sßunft ber ©<i)ntttpun!t von Sinien ift, 
aus bereu 33ebingungen ftdfj nidfjt bireft eine Folgerung jietjen läfct. ©S 
fei bieS an einem S3eifpiele erörtert. 

©afc. 33erbinbet man in einem Sreied bie ©den mit ben 33e= 
rüIjrungSpunfteu beS SnfreifeS auf ben ©egenfeiten, fo fdfjneiben fidb bie 
SSerbinbungSlinien in einem fünfte. 

©S ift l)ier fdjjwer, bie 33ebingungen für bie ©ätranSverfalen fo 
einzuführen, baf$ man für ben ©$nittpunft von 2 ©ätranSverfalen eine 
einfädle golgerung erhält. ©er ©afc ergiebt fi$ aber als fpecieller 
gaff beS ©afceS von ©eva feljr leidet. ©S foff bamit nid&t behauptet werben, 
baft biefer 2Beg allein pm QitU fü^rt, fonbern nur, bafe es juweilen 
vorteilhafter ift, einen ©afc als fpecieffen gaff eines allgemeinern anjufeljen. 

2* 
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56. 3rt Dielen gäHen fomtnt es barauf an, eine Sänge burdfj 
anbere be&. bur$ SBinfel mit SBenufcung trigonometrifd&er gunftionen 
auSjubrüdfen. H ier fommen oor allen fingen bie ©ä$e beS 9te$nenS 
jur Sfowenbung. 33on geometrifd&en ©äfceit gebraudfjt man babei be= 
fonberS ben ^pt^agoraS unb bie ©äfce t>on ber Sitynlid&feit ber Figuren. 
$abei fei nodj) befonberS auf bie SarfteHung einer %lää)t burdjj ©umme 
unb 35ifferenj aufmetffam gemalt. 3ft eine tyä&t gleidfj ber ©umme 
ober SDifferenj von anbern, fo wirb man beim 39eweife gewiffe Sängen 
burd^ ©umme unb SDifferenj einführen. 

57. SBeld&e ©äfce beim S3eweife eines ©afceS am beften jur 3ln= 
wenbung fommen unb weld&e Hilfslinien bie beften ftnb, läfet fid^ von 
uornljerein nicbt beftimmen, man wirb %nm ^Cetl auf baS probieren 
angewiefen fein. @S foB nadf^er Derfud&t werben, in ben SBeifpielen 
ber erften 2lbf$nitte bie ©raube p entwicfeln, meldte gerabe ju biefer 
ober jener ^ilfglinie führen. Unzweifelhaft werben in Dielen Fällen 
anbere Hilfslinien ebenfo fd&nell ans $ c l führen. 35ie S33aI)I Ijängt 
Ijäufig baDon ah, meldte ©äfce bem ben 33eweiS ©udjenben geläufiger 
ftnb. ©in häufiger ©ebraudfo gewiffer ©äfce mad&t bie Sfawenbung ber* 
felben geläufiger. 2113 allgemeinen ©efid&tSpunft motten mir nur fjenwr- 
Ijeben, bafe nur fold^ie Hüftlinien gut ju Derwerten finb, bie uns mittelft 
ber gegebenen Sebingungen birefte Folgerungen geben. 3Jtan bemühe 
fidfj beSfjalb, bei allen Folgerungen ben angemenbeten ©afc ju erfennen. 

58. gür bie erften Übungen mögen einige Fingerzeige nodj) ge= 
geben werben. 3n erfter Sinie fommt es barauf an, bie ©leid&Ijeit 
dou ©treden unb SBinfeln in 99etra$t ju jfc^en. ©leid&e ©treden 
lommen junäd^fi Dor als ©eiten eines gleid&fd&enfligen 2)reie<fS, in fon= 
gruenten 3)reie<fen, in Parallelogrammen, als Sangenten dou einem 
5ßunft. 3)ie fidf) baran fd&tiefjenben Folgerungen, alfo bie ©teicpeit 
ber SBinfel, bie ben gleiten ©eiten gegenüberliegen :c. finb einfach 
©inb gleidbe Sängen nid&t in folgen Figuren gegeben, fo $af man fie 
ftdfj bur$ Hilfslinien ju fd&affen. SBegen ber ©nfadfäeit beim S3eweife 
wirb man gut tliun, gleite ©tütfe burd^ baS Qi^tn von parallelen an- 
einanber ju bringen, b. §. eS ift beffer, eine Hilfslinie parallel ju gießen 
unb bie ©leidj^eit ju beweif en, als eine Sänge aufzutragen unb bie 
Parallelität ju beweifen. 3)a SBinfel mit parallelen ©d&enfeln glei$ finb, 
fo werben audjj bie ©dfjeitelpunfte dou gleiten SBinfeln vorteilhaft bur<$ 
parallele übertragen. S)ie parallele ift Ijiernadj eine felir mistige 
Hilfslinie, wenn SBinfel als gleidj) ju erweifen finb. S)od) fann ber 
©djjeitelpunft eines SBinfelS audj) mittelft beS ÄreifeS an eine anbere 
©teile gebraut werben, wobei ber befannte ©afc oom Sßeripljeriewinfel 
in benufcen ift. 
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59. 2lte mistige Hilfslinien merfen mir nodj bie Sote, bie 
Halbierungslinien von SBinfeln unb bie SSerbinbungSlinien von be= 
fonbern fünften einer gigur. SBeitere ©ebilbe, bie man ju ben ge= 
qihtntn ^injunimmt, finb bie ©d&mttpunfte üon ©eraben, bie gufrpunfte 
ber Sote t>on fünften auf ©erabe, bie ©piegelpunfte von fünften in 
SJejug auf geroiffe ©erabe, bie ©d&mttpunfte t)on Greifen mit ©eraben 
ober Greifen. 33efonber£ . nrid&tig ift aud) bie ^Betrachtung ber SBinlel 
im ©d&nittpunfte von 2 Greifen. 

60, 2)ie rein geometrifd)e 39enu§ung ber S3ebingungen für fünfte 
unb Sinien gelingt oft ntd)t; man ift bann gelungen, bie £rigono= 
metrte anjumenben, roa£ freiließ oft ju weitläufigen 9te$nungen füljrt. 
<&int fid&ere äftet^obe $ur @infü^rung ber 33ebingungen auf fynt^etifctyem 
Sßege ift nod) ni$t gefunben, fo grofce gortf dritte au$ feit ©teiner 
bariu gemalt finb. 3n biefer Hinfid)t fann bie analt)tifd)e 3Jietljobe, 
roetdje fi$ ber Äoorbinaten bebient, aU fixerer angefeljcn werben; in= 
beffen wirb ber ft)ntljetif$e 33eroei£ ben analt)tifd)en an ©nfad&ljeit oft 
übertreffen, fo fe^r aud) ba£ anatytifdje SBeroeiSDerfaljren f$on vtmofc 
fommnet ift. 



3toetter Xdl 



A. grfte ©tufe. 

©nmbfäfce, ^unbamentalfä^e über bie parallelen , baä gleidjfdjenflige 
2)reierf, itongtuenj ber 2)reietfe, ^eri^erietoinfelfa^. 

1. £at man anf einer (Seraben bie fünfte ADEB, wobei bie 
Speisenfolge ber fünfte gugleid^ bie angegebene ift, unb AD = EB, fo 
ift au$ AE = DB unb ber 2JUttetpunft oon AB jugletdj) ber von DE. 

2tnjun>enben ftnb bie ©runbfäfce: ©tetdjeS ju ©leidjem giebt ©teidjeä; 
©letd&eä t>om ©leidem giebt ©teid&eä. 

2. SP *tae ©trede AB in G geteilt unb M ber üDUitelpunft von 
AB, fo ift GM = i (GB - AG), oorauägefefct GB :> AG. 

33en>. ($tg. 2). 3)a in bem ©afce bie ©trede GB - AG üor= 
fommt, fo wirb man biefelbe barfteüen. 3)ie3 fann auf jroeifadje SBeife 
gefdjelien; man tann AG t>on G unb t>on B au3 abfcbneiben. ©c^neibet 
man von B aus bie ©trede bis F ab, fo ift GF = GB - AG. Man 
Iiat alfo bie Sebingungen von 9tr. 1. M ift ber SJlittelpunft von GF 
unb AB, worauf ber ©a| folgt. 

3. ©d&neibet man bie ©df)en!et eines Sßinfefö A burdb 2 ©erabe 
BO unb DE (gig. 3a, 3b), fo etfjält man 2 SDreiede ABO unb ADE, 
in melden bie Summe ber SBinfel an ben fd&neibenbeu ©eraben gleich 
grofc ift. 

Sem. @3 Ijanbelt fi<$ Ijier einfadfj barum, bie 33ebingungen be£ 
©afce$ fejijufietten. SDie eine Sebingung ift offenbar, baf$ Ijier 2 2>rei* 
ede beftimmt werben, woraus man bie Folgerung für bie Summe ber 
SBinfel erhält. 35ie anbere Sebingung ift bie, bafc fte einen SBtnfet 
gemein Ijaben. 2Jtan erfennt bann leidet ben ©runbfafc, melier ben 
SeroeiS tjerooHftänbtgt. 

4. Stimmen 2 gleidjfd&enflige 3)reiede im SBinfel an ber ©pifce 
überein, fo auü) in ben SBinfeln an ber ©runblinie. 
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Sero. £ie 95ebitigungen biefeS ©afceS ftimmen junctdjji mit betten 
beS ©afceS Str. 3 überein, baju tritt nodjj bie Sebingung, bafc je 2 
©eiten ber S)reiecfe gleich fiub, roorauS fid) fofort eine Folgerung er-- 
giebt. 2)ie Sttnroenbung beS ©runbfa|eS 8e giebt bann ben ©afc. 

5. SDie Halbierungslinien von entgegen gefegten Sßinfeln bei 5ßa= 
raUelen fielen aufeinanber fenfredjjt. 

Sero. ($ig. 4). @S feien f unb g bie SßaraHeten, a bie fdjneibenbc 
©erabe, ein Sßaar entgegengefefcte SBittfel u unb v, für bie roir innere 
nehmen fönnen, ba bie Halbierungslinien trott innern entgegettgefefcten 
SBinfeln mit betten von äu&ern äbereittftimmeu. ©inb B unb C bie 
©djmittpunfte üon a mit f unb g (roeldfje man aueb mit (fa), (ga) bc= 
jeid^nen fönnte), unb D ber ©d)ntttpunft ber SBinfelfjalbierungSlinien, 
fo ifi als erfte Sebutgung aufjuftellen, bafe BOD ein £)retecf ift. 2>ic 
Sebingungen beS ©afceS führen bann ju folgenben 2luSfagen: 

1) u + v = 2 R, 

2) B(OD) + C(DB) + D(BC) = 2 R, 

3) B(OD) = iu, C(DB) = 4-v. 

3)a in ber erften Sebingung u + v Dorfommt, fo liegt es natic, 
bie legten ©leietyungen ju abbieren, bieS giebt: 

B(CD) + C(DB) = ^(u + v). 
35icfe ©leidjmng giebt in Serbinbung mit ber erften: 

B(CD) + C(DB) = 1 R. 
SMefe Folgerung roerben roir mit Sebingung (2) fombinteren, ba 
biefelbe no$ ni$t benufct ift; roir finbett burdj) ©ubtraftion: 

D(BC) = 1 R. 
Sero. 35iefe ©äfce bfirften jur ©inäbung ber ©runbfäfce an ft<$ 
auSreid&enb fein, ba in allen ©ä|en bie ©runbfä|e nodfj jttr Slnroenbung 
fommen. 

6. Sßenn man einen SBinfel eines 2)reie<fö halbiert, burdfj ben 
©d&nittpunft ber Halbierungslinie mit ber ©egenfeite bie parallele mit 
bem einen ©dfjenfel jieljt, fo fd^neibet biefe von bem jroeiten ©$enfel 
eine Sänge ab, roel^e fo groß ift, als baS ©tücf ber parallelen innere 
Ijalb beS 2)reiecfS. 

Sero. ($ig. 5). 3)aS SDreied fei ABO. SDie Sebingungen beS 
©a|eS fagen, bafe CD ben SBinfel C halbiert unb bafe DE parallel 
ju AO gejogen ifi, babei ifi D ber ©djmittpunft mit AB unb E ber 
©dSmittpunft ber parallelen mit BC. — ©ud)en roir aus ben Se= 
bingungen birefte Folgerungen, fo ergiebt ftd; fofort aus DE II AC bie 
Folgerung C(AD) = D(OE). $ie erfte Sebingung Reifet C(AD) = 
C(DE). SBir Ijaben Ijier für C(AD) 2 SuSfageu, bie uns fofort giebt 
D(CE) = C(DE). 3Wan wirb im allgemeinen in ber Unterfudjmng 
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foldjje ©röfeen Dornen, für bie man 2 2luSfagen erhält. 2luS D(OE) = 
C(DE) ergiebt ft$ aber leidet CE = ED. 

$int SluSbeljnung biefeS ©a$eS erhalten wir, menu wir ben Stuften- 
roinfel halbieren. 35ie betreffende Halbierungslinie beS SttufcemmnfelS 
fd&neibe AB in D' unb bic parallele bur<$ D' ju AC fd&neibe BC in 
E'; bann läfet fi$ folgern CE r = E'D'. 

33eim S3emeije eines ©a$eS, ber eine SfaSbeljnung eines ©afceS 
btixotät, f)at man nur barauf $u achten, bafc bie 89ejetd&nungen ent= 
fpredfjenb gewählt unb bie entfpredfjenben ©eiten, SBinfel, fünfte in 
93etrad)t gejogen merben. @S jeigt ft<Jj, bafe ber 33emeiS ftetS in gleid&er 
SBeife fortfd^reitet. 3)er Unterfd&ieb im 33eroeife liegt bann mefentlt<$ 
nur barin, bafe gelegentlich ein 3 e *$ en anberS mirb, b. f). bafe eine 
SMfferenj fiatt einer Summe auftritt, bafc gemiffe fünfte aufeerfjalb 
einer ©trede liegen, mä^renb bie entfpredjjenben innerhalb lagen u. f. f. 

3m t)orliegenben gaffe ^aben mir 
O(AD') = C(D'E'), C(AD') = D'(CE'), alfo C(D'E') = D'(CE') 

unb fomit CE' = E'D'. 
®ie ©trede E'D' liegt f)ier außerhalb beS 35reiedS, aber innerhalb beS 
SBinfelraumS üou B. 

7. halbiert man 2 SBinfel eines 2)reiedS unb jieljt burdj ben 
©dfmittpunft ber Halbierungslinien bie parallele ju bem gemeinf$aft= 
liefen ©d&enfel ber SBinfel, fo merben t)on ben anbern Seiten beS 
SDretedS an ber britten Seite anliegenbe ©tüde abgefdfmitten, bereit 
©umme glei$ bem innerhalb beS 2)reiedS liegenben ©tüd ber 5ßa- 
raffelen ift 

S3em. (gig. 6). es fei ABC baS SDreied, BD unb CD bie fi$ 
in D fdjneibenben Halbierungslinien ber SBinfel B unb C, EP bie 
parallele burdf) D ju BC, fo bafj EF baS ©tüd innerhalb beS 35rei= 
edS ift; es foff bemiefen merben: EF = EB + FC. 

®a eine Sänge gleidfr ber ©umme von 2 anbern fein foff, fo muß 
biefe entmeber in 2 Seile jerlegt werben, üon benen jeber glei$ einem 
©ummanben fein muß, ober man muß bie beiben Sängen EB unb FC 
ju einer Sänge jufammenfügen. SBürbe man etroa EB um FC vtx= 
(ängern, fo mürbe fidfj feine einfädle Folgerung anfnüpfen, ba bie bann 
erhaltenen gleiten ©tüde meber paraffel finb, nodfj aneinanber fiofeen; es 
mirb batier beffer fein, EF in 2 Seile ju jerlegen. Hier ift bie Ver- 
legung in ED unb DF eine fe^r natürliche unb baljer junädOft ju unter- 
fud&en. Sftan wirb leidet finben, baß man mie in 9tr. 6 ben 33emei£ 
führen fann, bafe DF = FC unb ED = EB ift. 

25er ©a| läßt fi$ in jmeierlei SBeife auSbeljnen. 3)ie eine 2tuS~ 
beljnung erhalten mir, wenn mir bie Shifeenromfel B unb C halbieren 
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unb burdf) ben ©d&nittpunft D' bie parallele E'F f gießen. ET' liegt 
^ier jtüttr außerhalb beS SreiedES, aber innerhalb beS SBinfelraumeS C. 
@S ift l)terE'F' = E'B + CF'. 

2)ie anbere 2luSbeljnung finbeu wir, wenn wir einen Slufeen- 
unb einen Snnenwinfel halbieren. @S möge bie Halbierungslinie beS 
SfafeenwinfelS von B bie Halbierungslinie beS 3fanenwinfelS von C 
in D" fd&netben, unb bie parallele burdj) D" ju BC möge AB unb AC 
in E" unb F" Reiben; bann ift, wenn B :> C, E"F" = CF" - E'B. 

8. 3n jebem Xrapej liegen bie SDWttelpunfte ber diagonalen mit 
ben 2ftittelpunften ber nidjjt parallelen ©eiten in einer ©eraben. 

»cto. (gtg. 7). 25a« Srapej fei ABCD, AB unb CD bie 
parallelen ©eiten, E ber 3JÜttelpunft von AD, F ber von BC, G- ber 
von AC, H ber von BD. 2luS ben Sebingungen, bafe E unb F bie 
üDttttelpunfte ber Seiten AD unb BC finb, ergiebt fi# bie Folgerung 
EF II AB II CD. ®iefe Folgerung ift mit einer ber anbem Sebingungen 
ju uerbinben, bodjj fönnen mir aud& erft aus ben anbem SBebingungen 
Folgerungen gießen. 2luS AE = ED, AG = GC folgt fofort, baß 
EG II CD ift. fragen nrir nun, was folgt aus EF II CD unb 
EG II CD, fo ift flar, bafe bieS Reifet: EF ift biefelbe ©erabe als EG 
ber Sage nadf), ober E, F, G liegen in einer ©eraben. @S ift woljl 
nidfjt nötig nod& ^tnjujufügen , bafc ebenfo gefolgert werben fann, bafe 
aud& H auf biefer Sinie liegt. — 83emerft fei bei biefem SBeweife nod), 
bafe # bie 33ebingung AE = EG zweimal ju Folgerungen benufct ift. 

Sem. 1. 9Jtan lann ABDC audf) als S£rapej anfeljen, welches 
mau als überfd^lageneS bejeid^nen fann, wobei bann GH bie 25er= 
binbungSlinie ber 9JUttelpunfte ber ©eiten ift. S)a ^ier GF ~ £ AB, 
HF = i DC, fo ift GH = i (AB -DC). $er ©afc über bieS STrapej 
fann fomit als eine ©rgänjung beS entfpred^enben ©afceS üom gewöhn* 
lieben Xrapej angcfefjen werben. 

Sem. 2. 3Jian wirb aus bem ©afce nodj) bie allgemeine ©igen= 
fd&aft ableiten fönnen, bafe bie 3ftittelpunfte von allen SerbitibungSlinien 
von fünften ber parallelen AB unb CD auf berfelben ©eraben liegen. 

9. Sßenn man in einem gleidbfd^enfligen ©reieef eine ber gleichen 
©eiten verlängert, bie anbere um ebenfomel t)erfürjt unb bie fo er= 
fjaltenen ©nbpunfte verbinbet, fo wirb bie SBerbiubungSlinie bureb bie 
©runblinie halbiert. 

Sern. @£ fei (gig. 8; ABC baS gleidfrfd&enftige Sreiccf mit ber 
©ptfce A, ferner BD = CE, fo bafe CE baS verlängerte ©tücf ber 
Bziit AC ift, wä^renb AB um DB verfürjt wirb, ©djmeibet DE 
bie ©eite BC in F, bann foH DF = FE fein. 2luS ber Sebingung 
AB = AC folgt junäd^ft Z B = C. 2>a bie gleiten ©tüdfe BD unb 
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OE nid&t parallel finb, audj nidjt aneinanber ftofcen, fo fönnen mir 
bireft btefe SBebingung nid&t benufcen, mir werben bafjer eine fold&e £ilf3= 
Knie gießen, bafc biefe Sängen in einer Sage finb, bie eine Folgerung 
giebt. 3Me3 fann baburdj) gefeiten, bafj wir t>on bie ©treefe BD 
auf CA abtragen; no$ beffer ift e3, mm wir eine fotö)e Hilfslinie 
gießen, bie xin$ auf AC einen Sßunft X giebt, beffen 2lbftanb t>on C 
bie Sänge BD ift. $ie8 gef$ie$t babur<$, ba§ wir DX II BC sieben. 
3Äan wirb jmar umgefeljrt aus ber SBebiugung CX = BD bie Folgerung 
jie^en fßunett DX II BC; eS ift jebodj) im allgemeinen beffer, als §ilf8= 
linie bie parallele ju jie^eu unb bie Folgerung ber ©lei<$l)eit üon 
©treäen baran ju fnüpfen, ba bie parallele eine einbeutig befiimmte 
©erabe ift, mäljrenb ba3 abtragen von ©treefen jumeilen boppelbeuttg 
fein fann. 2Kan ftnbet $ier leid&t D(XA) = X(DA), alfo AD = AX 
unb bamit BD = XC; ba nun BD = XC, BD = CE ift, fo folgt 
XC « CE. SBir erhalten bamit ein SDreiecf EDX, in meld&em burdf> 
ben 2mttelpunft C ber Seite EX bie parallele CP ju XD gejogen 
ift. £ierau3 ergiebt fid& bie Folgerung DF = FE. 

Sem. <g$ ift Kar, bajs bie Verlängerung einer ©eite gröfcer afe 
bie ©eite felbft fein fann. SP boxm CE'^>AC, fo mürbe ber ent= 
fpred&enbe ^5un!t D' au&erfjalb ber ©eite AB über A IjinauS fallen. 
S)ie tmrljer angegebene Folgerung bleibt befielen, nur bafe ber ©d&nttt- 
punft F' auf ber ©runblmie außerhalb ber begrenzten ©treefe liegt. 

10. Sie 3Jiittelpunfte ber ©eiten eines beliebigen SSieredfö bilben 
bie @den eines Parallelogramms. 

S3em. (gig. 9). ®S fei ABCD baS SSieredf, unb E, F, G, H 
bie SJUttelpunfte ber Seiten AB, BC, CD, DA; ju bemeifen ifl, ba& 
EFGH ein Parallelogramm ifl. fragen mir uns juerft, aus melden 
SSebinguugen mir biefe Folgerung jieljen fönnen, fo finb eS folgenbe: 

a) HE = GF, HG = EF; 

b) HE = GF, HE II GF, 

c) HF unb EG halbieren fid& gegenfeitig. 

SDie Sebingungen HG = EF, HG II EF fönnen mir auSlaffen, ba jte 
ftdfj tjon ben SBebingungen (b) nid&t unterfdfjeiben; eine einfädle 33er- 
taufd&ung ber SBud&ftaben fitfirt baju. 3fm allgemeinen erfd&einen bie 
SluSfagen (a) unb (b) als bie einfad&ern, bie mir baljer ju bemeifen 
fud&en. 2Bemt mir nun HE = GF ju bemeifen fud&en, fo merben mir 
biefe ©röfeen mit einer britten ju Dergleichen Ijaben. 3hm ift aber HE 
bie SBerbinbungSlmie ber 3Jttttelpunfte von 2 ©eiten beS SDreiedES ABD, 
alfo ift HE = £ BD. SKan fteljt bann leidet auS S)reied CBD ein, 
ba& and) GF = £BD ift; alfo HE = GF. ®afe HG = EF ebenfo 
burd^ bie 3)reiede ADC unb ABC ju bemeifen ift, liegt fe^r na^e. 
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£>er SJefbeiS bur$ bic 2luSfagen (b) ift ebenfo einfad&. S9et biefem 
©a|e ift man leid&t t>erf u$t, audfj bie 3Jtittetpunfte ber diagonalen 
AC unb BD Ijineinjujieljen. (SS ergtebt fidf), bafc JE = £ BC, 
GK _ ± BC ift, wo J unb K bic SWittelpunfte t>on AC unb BD 
finb. SDa au$ GJ - KE ift, fo ift GJEK unb enbli* audf) 
HJFK ein Parallelogramm. S)arauS folgt nodfj, bafe fid& HF, EG, 
JK gegenfeitig halbieren. 

11. S)ie ©$n>erlinien eines ©reiecfS fdfjneiben fidj in einem fünfte. 
33em. (Fig. 10). 3)aS ©reied fei ABC, barin feien AD unb 

BE 2 ©dfjmerlinien, bie ftd) in G fd&neiben mögen. 3ft ^ '& er 
SPlittcIpunft t)on AB, fo foH bemiefen werben, bafe CF burdj) G geljt. 
hierbei t^un mir junäd)ft gut, bie Folgerung umjufe^ren unb ju be= 
meifen, bafe CG burdf) F geljt; ba F ber 3JUttelpunft von AB ift, fo 
ift etnfadfj ju jeigen, bafe ber ©d)nittpunft t)on CG mit AB bie Sänge 
AB halbiert. 9tad; I Str. 51 Ijaben mir t>on bem 6$nittpunfte ber 
beiben ©djjmerlinien AD, BE eine Folgerung ju mad&en, mobei neben= 
bei nochmals eingefd&ärft merbe, ba& ein Sßunft nur burdj) 2 SBebingungen 
beftimmt merben barf. fragen mir nad) Folgerungen aus AE = EC, 
BD = DC, fo ergiebt fi$ barauS DE II AB, au<$ DE = £AB. 
Sßeitere Folgerungen mären bie Sfjnlic&feit ber S)reiede DGE unb 
ABG, morauS fi$ Folgerungen für G anfdjjlie&en. ©S foH aber ux= 
fudbt merben, oljne bie 33enu|ung t)on SÜljnlid&feitSfäfcen ans ßiel ju 
gelangen. 3)aju mirb bann tint Hilfslinie nötig fein. (Sine foldfje ift 
offenbar bie parallele burd) C ju BE, meldte AD in L fdjmeibe. 
SBir Ijaben bann ein $reie<f ALC, in meinem burdf) ben 3JHttelpunft 
E einer Seite bie parallele ju einer jmeiten gebogen ift, eine f^igur, 
meldte xjtelfad^e 2lnmenbung fxnbet. Sßielleid&t ift es f)ier aber nodj) 
beffer, bie Hilfslinie fo einjuridfjten, bafc ftdj bie Parallelität berfelben 
als Folgerung ergiebt. 2Bir erhalten biefe F ^™"!}/ wenn roir 
GD um ft$ felbft bis L verlängern, ba tyier ein SSiered BGCL 
erhalten mirb, in meinem fidfj bie diagonalen gegenfeitig halbieren. 
$uglei<$ folgt and), bafe LB II CG ift. 2>a alfo bei ber jule|t an= 
genommenen Hilfslinie DL i = GD, bie ©erabe CL II BE ift, fo folgt 
AG = GL, bann aber folgt IjierauS unb aus LB II GF, bafc audj) 
^F = FA ift, maS ju bemeifen mar. 

3Jtan ftnbet aber nodjj meljr; ba nämlidj) GD = \ GL = ■£ AG 
ift, fo mirb bie ©<$merlime AD in G nadj) bem SSerijältniS 2 : 1 geteilt, 
meldte ©genfdfjaft natürlich alle ©djjmertinien Ijaben. 

12. £ie Halbierungslinien ber SBinFel eines £)reie<fö fdjmeiben fid) 
in einem Sßunlte. 
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Sero. (giß. 11). @S fei ABC baS betrachtete 5)reiecf. 2>er 
©$mttpunft bet 3 SBinfetyalbierungSlinien mufe junäd^ft als ©<Jjnitt= 
punft Don 2 Halbierungslinien beftimmt roerben. @S mögen fidfj alfo 
bie §albterung§tinien ber SBinfel B unb C in O fd^neiben; roie früher 
ermähnt ifi, muß t>on biefem fünfte erft eine Folgerung gejogen roerben. 
(Sine fold&e tft ^ter fe^r einfach, ba roir nur bie ©runbeigenfdjaft ber 
SBinfelljalbierungSliuie benufcen bürfen. 2)iefe ijt, bafc jeber Sßunft ber 
Halbierungslinie eines SßinfelS von ben ©$enfeln gleiten (fenfredjtfen) 
Stbfianb $at. 35er Äürje falber fei folgenbe Se$eidjmung eingeführt: 
3ft P tin Sßunft unb 1 eine ©erabe, fo foff P,l ben (fenfeed^ten) 
Stbftanb ber ©ebilbe barftetten. Sejeid&nen roir bie ©eiten BC, CA, 
AB mit a, b, c, fo finben roir aus ber Seftimmung von O bie 
©leidjmngen 0,c = 0,a; 0,a = 0,b. 2)arauS folgt fofort 0,c = 
0,b, b. f). O Ijat üou ben ©d&enfeln beS SBinfelS A gleichen 21b- 
flanb, muf$ alfo auf ber Halbierungslinie t>on A liegen unb jroar beS 
innern SBinfelS A, ba O innerhalb liegt. SJlan roirb bann umgefeljrt 
audj) fageu, bie Halbierungslinie von A ge^t burdf) O. 

Sem. 2)iefer ©a$ erlaubt leidet eine 2luSbe^nung auf ben %aU 
ber äußern 2Binfell;albierungSlinien in Serbinbung mit ben innern, auf 
roeld&e inbeffen erft fpäter eingegangen roerben fott, ba nodj) anbere 
©genfdjwften beS SreiecfS bamit in Serbinbung fteljen. — Sefanntlidfj 
Reifet ber t)ier beftimmte Sßunft O ber 2ftittelpunft beS SfnfreifeS. 

13. 35ic in ben SÄittcn ber ©eiten eines 2)reiedS errichteten Sote 
(3JHttelfenfred&te) fdjpneiben fiel) in einem fünfte. 

Sero. (gig. 12). 35aS SDreiecf fei ABO, bie SKittelpunfte ber 
©eiten D, E, F. S)er ©$nittpunft ber 3 Sote mufe natürlich als 
©djmtttpunft von 2 Soten beftimmt roerben unb barauS eine Folgerung 
gejogen roerben. @S mögen alfo bie in E unb F errichteten Sote fidj 
in M fd^neiben. 2luS ber @igenfd)aft biefer SJtittelfenf rechten , roie btefe 
Sote bejeid^net roerben, folgen fofort bie Steigungen MA = MB, MA = 
MO, roorauS MB = MO folgt. S)a alfo M aon B unb gleidben 
Slbftaiib $at, fo mufc aud& baS in D auf BO errichtete Sot burdjj M 
gefjen. 

Sefannt ift, baß M ber Mittelpunkt beS UmfreifeS Reifet. 

14. ®ie Hö^en eines £>reieäS fd^neiben fiel) in einem fünfte. 
Sero. (gig. 13). 3m SDreieä ABO feien BE unb OF 2 Hö&eft, 

bie fidfj in H fc^neiben; eS fott bann beroiefen roerben, bafe bie brüte ^5^e 
AD ebenfalls burd& H ge^t. 3ft ein Sot bie 2Jiittelfenfre$te einer 
©eraben, fo f impft fidf) an bie fünfte berfelben eine einfädle Folgerung. 
Sine ebenfold^e einfädle Folgerung fnüpft fi$ aber nidjtf an ben %dd, 
ben roir Ijier ^aben. 2)aljer roirb eS §ier gut fein, Sebingung unb 
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Folgerung umjufefiren, was \a in vielen anbem gätten von Sebeutung 
ifi. SBtr werben alfo bewetfen, bafe bie ©erabe AH fenfredjjt ju BC 
tji. 3fl D ber ©d&nittpunft von AH mit BC, fo ifi ju jeigeu 
D(AB) = 1 R. ©oll bewiefen werben, bafe tin SBinfel ein Siebter 
ift, fo mufc er alfo entweber einem SBinfel gteid^ fein, von bem aus 
ber Sebingung ober einem befannten einfad&en ©afce folgt, bafe er ein 
9ted)ter ift, ober e3 fann audf) gezeigt werben, baf$ er feinem 9iebenwinfel 
glei$ ift. gür unfern %aU angewenbet, mürbe ju jetgen fein: D(AB) = 
D(AC) ober D(AB) = F(BC). 

3unä($ft werben wir nadjj einer Folgerung fud&en, bie fidfj aus 
BE -L AC, CF _L AB ergiebt. ©3 ergiebt ft$ leidet, baß B, C, E, F 
auf einem Äreife mit bem SDurd&meffer BC liegen. 2)icfelbe Sebingung 
giebt uns bie Folgerung, bafe bie fünfte F unb E auf einem Äreifc 
mit bem SDurcbmeffer AH liegen, §ierburdj> Ijaben wir juglcid) eine. 
Folgerung für ben $unft H gefunben, bie ja burdfjauS nötig ift. 9lucl) 
fei bemerft, bafe bie Sebingungen ber gigur erft ^ierburd^ genügenb 
au3genu|t finb. 3)a - wir f omit 2 fidjj fd&neibenbe Äreife ermatten Ijaben, 
fo werben wir bie SBinfel an einem ©djmittpunfte unterfud&en. 3)a 
finben wir leicht E(FH) = A(FH), ferner E(FH) ober E(FB) = 
C(FB); barauS folgt bann A(FH) ober A(DB) = C(FB). 9tun 
§aben wir 2 2)reie<Je, nämli$ ABD unb CFB, bie in 2 SBtnfeln über* 
einfttmmen. 3)a fie alfo benfelben britten SBinfel Ijaben, fo folgt 
D(BA) = F(BC) = 1 R. 

Sem. 1. @§ madfjt beim Seweife feinen ttnterfd&ieb, ob ba£ 
SDreied fpi|= ober ftumpfminflig ift, auci; ift e3 wotyl an fid^ flar, bafe 
beim redftfwinfligen 3)reiecf ber ©d&ettel be$ redeten SBinfefä ber £ö!jen= 
fdjmittpunft ifi. 

Sem. 2. SDie in 11—14 befianbelten Sinien be3 2)reiecf£ führen 
ju ben fogenannten erften 4 merfwürbigen fünften be§ 2)reiedfö. 

15. SBenn man in einem 2)reie<f bie £ötyen bis jum Umfreife 
verlängert, fo finb bie verlängerten ©tüäe gleidf) ben untern £ö!jen= 
ftüden. 

S3ew. (gtg. 13). SBir nehmen junädfjfl ein fpifcwtnfligeS SDreied 
ABO mit ben $ö(en AD, BE, CF an, bie ft$ (9tr. 14) in H fd&neiben 
mögen, ©d&neibet nun AD ben UmfreiS von ABC in Ha, fo ift ju 
beweifen HD = DHa. 3 un ^d^ft muffen bie Sebingungen eingeführt 
werben, weldbe H beftimmen. S)iefe finb BE _L AC, CF _L AB, 
AD -L BC, von benen 2 genügen fönnen; e£ wirb inbeffen gut fein, 
alle aufstellen, ba vorder nidf)t feftgeftellt werben fann, weld&e S3e= 
bingungen bie beften finb; es ift audfj mögltdf), bafe alle nötig finb. 
35ann ifi bie Sebingung einzuführen, baf$ Ha auf bem Umfreife liegt. 
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S)iefe tefcte SBebtngung fütirt uns jur Folgerung, bafe B(HaC) = 
A(HaO) ift. 35a wir t>on A(HaO) eine 2lu3fage §aben, fo fudfjen wir 
nad) einer jweiten, benn wir werben immer bie ©röfeen bet>orjugen, 
bie fdjon einmal aufgetreten finb. 9ftan wirb aber leidbt ftnben A(HaC) 
ober A(DC) = B(EC); bieS fü^rt bann jur Folgerung B(HaC) = 
B(EC). 2lu3 biefer Folgerung fu$en wir burdj) SScrbinbung mit einer 
anbern Sebingung ober Folgerung eine neue. S)a nun leidet gefeljen 
wirb,* bafc B(DH) = B(DHa) = 1R ift, fo werben wir babur<$ jur 
Betrachtung ber SDreiede BDH unb BDHa geführt, bereit jtongruen; 
burdf) jene Sfaafagen in SSerbinbung mit BD = BD bewiefen ift. 35a= 
mit ift audj) ber ©afc bewiefen. 

SBetradjrten wir ben ©a$ für ein fiumpfwinftige§ Sreied. SBir 
fönnen biefetbe gigur bemtfeen, inbem wir aU foldjeä SDreicd BHC 
annehmen, beffen $öl)enfd&nittpun!t A ift. Sto H(BC) = 2 R - A(BC) 
ift, fo ift ber StabiuS beä UmfreifeS berfelbe, ber 2Jtittelpunft beSfelben 
ift ber ©piegelpunft be$ 3Jtittelpunftc£ von ABO in Sejug auf B.C. 
©djmeibet bann HD ben Umfrete von BHC in A£, fo läßt ftd^ 
genau wie Dörfer bemeifen, bafe AD = DA; ift. SDie anbern ipöljen 
finb BP auf HC, unb CE auf BH. S)ie untern igöljenftüde finb 
AP unb AE, nämlidf) bie ©tücfe t)om £öl)enfdfjnittpunft biä ju ben 
©eitert. S)iefe Qöfytn werben ben ttmfretö von BHC bej. in Aß unb 

A T ' fdfmeiben. ©3 ift nnn C(HA^) = B(HAp unb C(HAp 

ober C(FA) = B(AE), alfo B(HAp = B(AE). S3je3 giebt in 

SSerbinbung mit E(AB) = E(A 7 'B) = 1 R unb BE = BE bie 

Folgerung AE = EA T '. ebenfo ift natürlt<$ AP =PAß. 3n biefem 
gaffe würbe Verlängerung bi$ gum Umlreife n\ä)t bie richtige 93e- 
jeidjjnung fein; ber ©afc würbe beffer bie gorm erhalten: 3n jebem 
2)reied ift baä ^öljenftüd Dom £öf)enfd()nittpunft bis jur ©eite glei<$ 
bem ©tüd von ber ©eite bte jum Umfreife. SDiefe gorm würbe %u* 
gleich für äffe gaffe paffen. 

16, S)a§ 2)reied aus ben Jpöljenfufjpunften als ©den ijat bie 
@igenfd&aft, bafe bie &öljen be3 urfprünglidfjen 2)reicdfö aBinlelfjalbierung^ 
linien in ttim finb. 

33 ew. SBir betrauten junäd^ft wieber ein fpifcwmftigeS SDreied ABC 
(gig. 13), beffen igöljen AD, BE, CP finb; e3 ift alfo ju beweifen: 
D(EA) = D(AF). SBir werben fragen, wie benufcen wir bie 
»ebingungen, bajs AD, BE, CF bie $ö$en finb. gunäd^ft folgern 
wir, bafe fie fidfj in einem fünfte H fdjjneiben, bann aber, baß BDHF, 
DCEH, AEDB u. f. f. Ärei3t>ierede finb. SBir finben barauS D(HF) 
= B(HP). @3 bleibt alfo B(HF) unb D(HE) ju t>erglei<$en. ®afc 
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biefe Sßinfel gleich finb, folgt aus bem ÄreiSoiered AEDB. ©S ift fo= 
mit DH Halbierungslinie von D(EP). (Sbenfo folgt, maS toctter 
feines SemeifeS bebarf, bafc EH unb FH bie anbern 2Binfell)albierungS= 
Uuien im 2)reied DEF finb unb formt H ber SRittelpunft beS SufreifeS. 

©eljen mir von bem ftumpfminfltgen 2)reied BHC aus, fo ift 
DEF mieber baS SDreicd ber £öl)enfuf$punfte; Die igöljen finb HD, 
BF, CE, bie fiel) in bem $ö&enfd)ntttpunft A fd&ueiben. SDa FA X FH, 
fo ift FA bie Halbierungslinie beS SttufeenminfelS F(DE), ebenfo EA 
bie Halbierungslinie beS SlufeenminfelS E(FD). 3n biefem gatte finb 
alfo bie £ö$en beS ©ruubbreicds eine innere unb 2 äujsere SBinfel* 
Halbierungslinien beS abgeleiteten ©reiedS. 

33 em. 9ln bie Betrachtung fold^er SDretede, bie in bem 3ufammen= 
Hange fielen, baft ein merfmürbiger ^Junlt beS einen 3)reiedS ein 
anberer merfmürbiger Sßunft beS anbern SreiedS ift, fnüpfen fidf) oft 
eine 9ftenge intereffantcr ©genfd&aften. 

17. S)er ÄreiS, melier burdf) bie £öl)enfufepunfte eines 35reiedS ge= 
legt mirb, gef)t aud) burdfj bie 3Jttttelpunfte ber ©eiten. 

(3)er ßreiS ^ifet ber geuerbadtf^e SreiS, au<J) 9teunpunftefreiS). 

Sem. 1. (gig. 13) SDie Bezeichnung fei roie in 14—16; ABC 
bas ©reied, DFF bie ^ötjenfufepunfte, A , B 0/ C bie 3ttittelpunfte 
ber ©eiten. ßunädfjft läfct fi$ ber ©a| umfefjren, inbem man bemeift, 
bafc ber ÄreiS bur$ A , B , O auä) burdD D, E, F gel)t, benn burdj) 
3 fünfte mirb ber ÄreiS etnbeutig beftimmt. 3 U ^ em ® n ^ e tft nur ä u 
bemeifen, bafe DA B C ein ÄreiSmered ift ober D(A C ) ■+- B (A C ) 
= 2R ober enblidj D(B0 ) = B (A C ). anbern mir ju ben fünften 
A B C ben ^Junft B l)injunel)men, finben mir, baß biefe gigur ein 
Parallelogramm ift; bo$ finb bie Sebingungen ber gigur nodj nid&t 
Dottftänbig ausgenutzt. SBir finben junädjjft barauS B (A C ) = B(C A ). 
Steljen mir nodj) C D, fo ergiebt fidfj D = C B, mobei bie Sebtngungen 
D(AB) = 1 R unb AC = C B benufct merben. SüuS C D = C B 
folgt B(C D) = D(BC ), fomit D(BC ) = B (A C ), morauS ber 
@a| folgt. Sft M ber 2mttelpunft beS UmfreifeS, H ber £öHenfd&nitt= 
punft, fo ift ber üDJittelpunft J t)on MH ber 3Jiittelpunft beS geuer= 
bad&fdjen ÄretfeS. 

Sem. SXuf bie Folgerung C D = DB aus D(AB) = 1 R fei be= 
fonberS aufmerlfam gemalt. 

Sem. 2. 6s mad^t feine ©dfjmierigfeit ju bemeifen, bafe DA EF 
ein ÄreiSoiered ift. Snbem mir bie tmrijer Ijenjorgetjobene Folgerung 
aus F(BO) = 1 R mad^en, finben mir F(BA ) = B, alfo A (FB) = 
2 R - 2 B, ebenfo A (CE) = 2 R - 2 C, alfo A (FE) = 2 R - 
(2R-2B)-(2R-2C) = 2B + 2C-2R=2R-2A. (Sbenf o 



I 
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folgt D(FE) = 2 R - D(BP) - D(CE) = 2R-2A; momit bcr 
©afc ebenfalls beroiefen ift. 

9ludf) nodfj anbere Umformungen beS SBeroeifeS finb leidet ju mad&en. 
SPton !ann ben ßreiS j. 35. burd& A DC beftimmen unb seigen, baß er 
burdfj B gellt; man fann tyn au$ burdjj DB C beftimmen unb jeigen, 
baß er burd& A getjt u. f. f. 

©ef)t man vom SDreied BHO auS, fo ift DEP ebenfalls baS 
^ötjenfußpunftbreieef. 9tadfj bem bemiefenen ©afce muß ber ÄreiS burdfj 
bie 3Jttttelpunfte Q unb R von BH unb CH geljen. SaSfelbe täfet fieb 
jebocfc au$ bireft jeigen. ßS ift QF = QB, alfo Q(HF) = 2 B (FH) 
= 2 (90° - A) ober Q(FE) = D(FE), fo baß Q, F, E, D auf einem 
Äreife liegen. Raffen mir alfo AH, BH, CH als obere Jgöljenfiüdfe 
auf, fo ftnben mir, baß ber angegebene geuerba^fdje ÄreiS audj burdj 
bie SJiittetpunfte ber obern ^öijenftüdfe gefjt. 

18. SBeun man um ein gleid&feitigeS SDreieä ben ÄreiS befdjreibt 
unb einen 5ßunft ber Sßeriptyerie mit ben @cfen verbinbet, fo ift bie eine 
SSerbinbungStinie gleich ber ©umme ber beiben anbern; bie längere 
SSerbinbungSlinie ift natürlich btejenige, meld&e eine ber ©eiten beS 
2)reieäS innerhalb ber Segrenjung fdfmeibet. 

Sem. @S fei (gig. 14) ABC baS SDreiecf, P ber beliebige *ßunft 
auf ber Sßeripljerie beS UmfreifeS, es fragt ftdj), mie bie Sebingungen 
BC = CA = AB unb bie, baß P auf bem Umfreife von ABC liegt, 
benufct merben. $a ferner eine Sänge gleidfj ber ©umme von 2 anbern 
fein foff, fo muffen mir entmeber bie eine ber Heineren Sängen um bie 
anbere verlängern ober biefelbe von ber größten abfebneiben; es ift 
bann ju bemeifen baß ber Steft gleidj) ber anbern Sänge ifi. 2Bir 
entfdfjeiben uns für baS le|te. Stemmen mir P im Heineren Sogen BC 
an f fo muß PA bie größte Sänge fein, 3inbem mir PB auf PA bis X 
abfdfjnetben, ift ju bemeifen, baß AX = PC ifi. £)ie Sebingung, baß 
P auf bem Äreife liegt, fü^rt uns jur Slnroenbung beS Sßeripljerie- 
minfelfafceS. 3>ieS giebt P(CA) = P(AB) = 60°; alfo P(BC) = 120°. 
SSerbinben mir X mit B, fo finben mir im Sreied PBX bie Se* 
bingungen PX = PB, P(BX) = 60°, ba^er ift PBX gleid&feitig, alfo 
BX = BP unb X(PB) = 60°, X(AB) = 120°. $ie$ fä^rt unS jur 
SSerglei^ung ber SDreiedfe ABX unb BPC. ®s ift fdjjon AB = BC, 
BX = BP, X(AB) c= P(BC) = 120°, alfo bie SDreiecfe finb fongruent, 
fomit AX = CP. 

S3em. 1. 2>te S3ebingung, baß AC = AB ift, Ijaben mir fd&etn* 
bar ni$t benufct, fie liegt aber als Folgerung in BA = BC unb 
C(AB) = 60°. 
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33 em. 2. 2tn bat ©afc wirb man leidet bie Folgerung ftyliefeen 
fönnen, bafe bie Slbftänbe be3 2Jttttelpunfte3 M bc3 UmfretfeS t>on ABC 
von ben Sinicit PA, PB, PC in bem 3ufammenljattge fielen, bafe ber 
eine Slbftanb gletdj bcr ©umme bcr bciben anbern tft. ©inb alfo a, ß, 7 
bie 3mttelpunfte von PA, PB, PC, fo ift M T - Ma + Mß. ®te 
fünfte a, ß, 7 bilbcn nämltd) bie ©den eine3 gletd^feittgeu SDreiedfö, 
beffen Umfrei* jum 3)urd;meffer PM §at 

19. 2)ie gufjpunfte ber Sote, roeldje oon 2 ©feit eines 2)reie<f3 
freujroeife auf bie Halbierungslinien i^rer SBtnfel gefällt werben, liegen 
in ber ber brüten @cfe entfpred&euben 8erü$ruug8fe$ne beS SfnfreifeS. 

33cra. (gig. 15). ©S fei ABO ba* SDrcied, D, E, F bie 93e* 
xü^rungäpunfte beS 3nf reifes, O ber SQWttelpunft bereiten, BG, CH 
bie Sote uon B unb C auf CO unb BO, fo bafc G unb H bie gufr 
punfte finb. 63 ift ju beroeifen, baf$ G unb H auf ber ©eraben EF 
liegen. SBir fefiren fjier roiebcr Sebingung unb Folgerung um, inbem 
nur beroeifen wollen, bafe ber ©djmittpunft G von CO mit EF bie 
Gigenfd&aft, W, *><*£ G( ß C) = 1 » ift- 2>afe für H bann baSfelbe 
gilt, barf nidjjt nodj Ijeroorgefjoben werben. 

3Son ben 2iUnfel^albieruttg3ltnien roiffen mir, bafe fie ftdj in einem 
fünfte O fcljneiben, ber von ben ©eiten gteid) roeit entfernt ift. 3Ser= 
binben wir O mit F, fo roiffen mir, bafe OF.LAB ift. ©ott nun 
G(BO) = 1 R fein, fo muffen alfo bie fünfte BGFO auf einem 
Greife liegen. 2)ie3 beroeifeu mir tüte geroö^nlidj) burd) bie ($(eid$eit 
Don 2 SBinleln. Site fol$e ftub am beflen foldje ju mahlen, bie ficb 
leid&t burd) SDreiecförotnfet auSbrttden taffen. ®afe F(BG) unb O(GB) 
biefe ©genfdpaft Ijaben, ift Ieidjt etnjufe^en. 

B C 

O(BG) = — + — na<$ bem ©afc oom Slufjenroinfel 

_ 180° - A _ B 
F(BG) = g T + T' 

fomit liegen BOFG auf einem «reife, alfo G(OB) = F(OB) 

= 1R. 

@iue 2IuSbeljnung beä ©afceS erhält man burd) bie ^Betrachtung 
ber Säufreife. 

20. 3 e i$ ne * man ü & er *> en ®*üw fcineS 2)reie<fö gleidjfeitige 
3)reiede ttnb x>erbtnbet bie ©pifcen berfelben mit ben ©egeneäeu ber 
betreffenben ©runblinien im urfprünglidjen 3)reie<f, fo fd&neiben fid) bie 
SSerbtnbungSlinieu in einem fünfte, roeldjer uod) bie ©genf^aft Ijat, 
bafc bie aSerbinbungälimen berfelben mit ben (Scfen gleite SBinfel t)on 

9B. $u$rmann, @gnt$ettf<$e »eweife. 3 
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120° bilben, wenn fein SBinfel be3 ©reiedfö biefe ©röße überfd&reitet. 
2)ie angegebenen 33erbinbung8linien ftnb ferner gleidj lang. 

»em. (gig. 16). 68 fei ABC baS SDreicdE, A', B', 0' bie 
©pifcen ber gleid&feitigen ©reiedfe bej. über BC, CA, AB; es foH bann 
bemiefen werben, baß fid^ AA', BB', CC in einem fünfte P' fdmeiben, 
fo jmar, baß P'(BC) = P'(CA) - P'(AB) = 120° ift, fall* ui$t ber 
größte SBiufel, ber A fei, größer als 120° ift; ferner fod AA' = BB' = 
CC fein. Sßir bejeid&nen ben ©d&nittpunft t)on BB' unb CC mit F; 
e3 foH alfo AP' imb P'A' ober AA' biefelbe ©erabe ber Sage nad> 
fein. ßuuäcltft ift für P' eine Folgerung ju jiefjen, bie mir nur erhalten 
fönnen, menn mir für B' unb C bie Sebingungen auffteden unb barau£ 
Folgerungen gießen, ©ol$e finb A(B'C) - 60°, A(C'B) = 60°. (Sine 
SSenufcung biefer SKuSfagen erhalten mir, inbem mir ben Sßinfel A ^in- 
jufügen; bie* giebt A(BB') = A(CC'). 3)aburd& fönnen mir eine 
neue Senufcung ber Sebingungen AC = AB', AB = AC erhalten; 
mir finben nämtidj bie Folgerung ABB' sa ACC unb barauS BB' = 
CC, C'(0 A) = B(AB') ober B(AP') = C'(AP'), momit eine Folgerung 
für F gemonnen ift, morauf es tyauptfäd&lid) anfam. SMefe gleiten 
SBinfel führen uns jum $eri:pl)erieminf elfafc , b. f). jur Folgerung, baß 
C'BP'A auf einem Äreife liegen. SMefe Stnmeubung liegt um fo naljer, 
als mir bie ©leidjl)eit ber Sßinfel bureb Äongruenj gefunbeu l)abeu, ein 
2Be$fel in ben ©ätjen aber von Vorteil ift. 

2Bir finben barauS P'(AC') = B(AC') = 60°, P'(CB) = A(C'B) 
= 60°. 

ßbenfo folgt natürlid) P'(AB') = 60°, F(B'C) = 60°. SDiefe 
Folgerung ift nun ju fombiniereu mit ber SBebingung, baß A' bie 
©pifce eine* gleid&feitigen 2)reieä8 über BC ift; mir erhalten fofort, 
baß BFCA' ein ÄreiStuerecf ift, alfo P'(BA') = 60°, F(A'C) = 60°, 
alfo in ber %fyat AFA' eine ©erabe. 

SDton §ätte audj folgenbermaßeu fdjließen fönnen. SJton jiefje AA' f 
bann erhält man ein $reie<f ABA', meld&eS C'BC fongruent ift, alfo 
A(BA') = C'(BC) = A(BP'), alfo AA' unb AF biefelbe ©erabe. 

Segt man bie ©pifcen ber gleichzeitigen $>reiecfe nad) ben entgegenge^ 
festen glä^enteilen, alfo (Fig. 16) naä) A", B", C", fo läßt ftd& genau mie 
oor&er bemeifen, baß fid; AA", BB", CC" in einem fünfte P" fd&neiben, 
unb baß AA" - BB" = CC" ift. & mar tmr&er A(BB') = A +• 60°, 
A(CO') » A + 60°, jefct ift A(BB") = A(CC") = A - 60°. Sie 
anbern ftolQtzunQin laffen ftdj ibentlfö mieberfjolen. 3Jlan mirb er* 
fennen, baß ber ©d&nittpunft P" in bemjenigen SBtnfelraum liegt, 
beffeu ©röße t>ou ben anbern in SBejug auf 60° wrfdjteben ift. $ft 
A^B^eO^C, fo liegt P" im SSinfelraum oon C; ift A:>60°;> 
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B ;> C, bann im SBinfelraum A, alfo entroeber im Staunte be3 größten 
ober be3 fleinften SBiufelä. 

21. Folgerungen aus htm ©a$e 9tr. 20. 

Äombiniert man ba3 gefunbene Sftefultat mit Str. 18, fo ftnbet man 
AP' + BP' -+- CP' = A A' = BB' = CO'. %nv ben *ßunft P" erhält 
man, fattö A>B;>60 :>C ift, - P"A - F'B + P"C = AA" = 
BB" = CC". 3ft A :> 60° > B :> C, fo ift - P"A + P"B + P"C = 
AA" = BB" = CC". 

SDie Analogie ergiebt fofort ben S3eroei3. 

3Jtan finbet ferner A"B'C ^ A'B'C ^ ABC ; ebenf o ftnb alle 2)reie<Je, 
bie man aus jenen burdj) ctjflifd&e 33ertauf$ung ber 93u#aben erhält, ben= 
felben fongruent; j. S3. B"C'A :c. @s ift aljo AB'A"C ein $arattelo= 
gramm, baljer ber 2JKttelpunft von B'C audj) ber # von A A" u. f. f. 2)ie 
SDreiede ABC unb AA'A" Ijabeu nun bie ©d&roerlinie AA , alfo aud& 
ben ©d&roerpunft S gemein. 2)al)er ge^t A'S burdjj ben 3JUttelpunft t>ou 
AA' unb biefe ©dSJroerlinie be8 Sreiedfö AA'A" wirb in S na$ bem 9Ser= 
tjältniä 2 : 1 geteilt. £er Sftittelpunft t>on AA" ift au$ ber uon B'C, 
alfo ift bie genannte (Serabe aud) ©dfjroerlinie in A'B'C, baljer S aud; 
©d&werpunft in A'B'C. ebenfo ift ju jeigen, ba& au$ A"B"C" ben= 
felben ©d&roerpunft §at. 

@3 ift uor^er gezeigt, bafe P' auf ben Umgreifen ber 3 2)reiedfe 
BCA', CAB', ABC liegt. 2)ie3 füljrt no# ju einer anberu merf= 
roürbigen Folgerung, ©inb nämlid^ J a , J b , J c bie 3Jtittelpunfte ber 
SDreiedfe BCA', CAB', ABC unb bereit Umgreife, fo folgt J C A = 
J C P', J b A = J b P', alfo J b J ± AP', ebenfo J c J a _LBP', J a J b _LCP'. 
35a AP', BP', CP' Sßfafet von 120° bilben, fo bilben alfo bie Sinien 
JJb, JbJ , J c J a SBinfel oon 60°, b. Ij. fie bilben ein gleichzeitiges ©reietf ; 
ebenfo bie 2Jtittelpunfte K a , K b/ K c ber Umfreife oon BCA", 
CAB", ABC". 

22, SErägt mau an bie <Qöl)en eines 2>reie<j£ in ben ©den beäfelben 
immer gleite SBinfel an, fo entfielt burd& bie neuen ©djjenfel ber 
SBinfel ein 2)reie<f, ba£ biefelben SBinfel §at rote ba£ urfprüngltd&e 
©reiedf, unb beffen 2ftittelpunft beä Umfreifeä ber $ö$enfd&nittpimft beä 
urfprünglidjjen ©reiedfö ift. 

,33ero. @3 ift felbftoerftänblid&, bafe ba3 antragen ber SBinfel ua$ 
einer beftimmten Drbnung oor ftdf) gefjen muf$. Um biefe ju ernennen, 
nehmen mir ein fpifcroinflige8 SreiecE (gig. 17) ABC an. SBir motten 
bann ben SBinfel <p immer fo antragen, bafe uon ber £öl)e geregnet 
ber jtoeite ©djjenfel nadjj linfö liegt. 3ft bann A'B'C ba3 abgeleitete 
Sreiecf, fo ge$t B'C bur* A, CA' burd& B, A'B' bur* C. SllS 

3* 
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erfle Folgerung ergiebt ft<$ bann, bafe bic entfpre$enben Seiten be§ ur* 
fprunglid&en unb abgeleiteten 2>rete<fS benfelben SBinfel bitbeii, alfo 
(BC, B'C) = (CA, CA') = (AB, A'B') = 90° - c?. S3etrad&ten mir 
ben Hufcemoinfel be« $reie<fö A'BC bei ber ©Je B, fo ifl <p + 90° - C 
= A' H- ? - (90° - B) ober A' = 90° - 4- 90° - B «= A. SEBtr cx= 
galten alfo fofort burd) bie SBenufcung ber »ebingung bie eine ©gen* 
fd)aft, bie mit al3 neue »ebingung benufcen muffen. Sag wir ferner 
eine @igenfd)aft beS $öljenf<bnittpuntte3 H benufcen muffen, ift eben- 
falls «ar. 9hm ifl H(AB) = 180° - C, alfo BHAC ein ÄreiStriered, 
unb C'(BH) = A(BH). 3)a A'BHC ebenfalls ein ÄreiSoiered ift, fö 
folgt A'(BH) = C(BH). @S ift aber A(BH) = C(BH) = 90° - B, 
alfo C'(BH) = A'(BH), folglicb HA' = HC. (Sbenfo ift ju beroeifen 

HA' = HB'. 

SBir benufeen bjee bie ©genfdjaften be« $öljettf<6nittpunfte3 burd) 
H(AB) = 180° - k. unb A(BH) = C(BH). 



B. groeite ©tufe. 

tttttttfudjitttß jttjamtttett^ättßettbw @i8ettfdjafteit beS 2>t*ie*8 tu »ejug 
auf We 33et:ftljtttna.8foeife beäfel&eit. ftotoattoutß totm $«HM>ttume»t. 
Säije über ftiadjett. Sangen werben geleßentlttt) mit Seidjen öcrfeljen. 

23. SSorbemerfung. SSiele ber §ter angegebenen (Sigenfdjaften beS 
SDretetfS laffen fi<$ mittelft ber frühem Hilfsmittel bemeifen. SBeil fte 
aber geroijfe (Erweiterungen von elementaren ©igenfd&aften geben unb 
juglei<$ mit weitergel)enben ©igenfd^aften beS 3)reiecfS in 3ufammen* 
fiang ftetjen, bürfte it)r $lafc §ier angebrad&t fein. — Dbwoljl bie 
Hilfsmittel ber neuern ©eometrie l)ier nodj md)t angemenbet werben 
fotten, wirb bie (Einführung ber geilen gelegenttity von Vorteil fein. 

Um unnötige SBieber^olungen ju üermeiben, fott beim SDreieä eine 
beftimmte Sejei^nung fefigefjalten werben, falls nid&t befon&ere ©rünbe 
eine anbere äejeidjnung rechtfertigen. 

SDaS ©reied Reifet ABC, wobei für bie Seiten BC, CA, AB 
bej. bie SSejeidjnung a, b, c eintritt, bie SBinfel werben mit a, ß, -y be- 
geid^net. SDer SWittelpunft beS UmfreifeS ifl M, ber SWittetpuntt beS 
SnlreifeS O, bie 3Rittelpunfte ber Sänfreife finb O', O", O", ber <5<$wer= 
punft S, ber £öl)enfdjnittpunft H. SDer 3tabiu3 beS UmlreifeS Ijeifcer; 
ber gtabiuS beS ^nfreifeS p; bie Stabien ber Slnfreife p', p",p'"; bie 
©umme aller Seiten a + b -f- c fei mit 2 p bejeidjmet, ber Snfyalt beS 



— 37 — 



SDreiecfö mit A, bie §ö!>en feien h', h", h'", bie ©d&merlinien t', t", t'", 
w «> w ß/ w y f e * en bfe Halbierungslinien ber innem SBinfel, v a , vp, v T 
bie ber äufeern. gättt man t)on einem fünfte P ba3 Sot auf ©eite a, 
fo foH ber gufjpunft P. Ijeifjen, entfpre<$enbe 33ebeutung fyabtn P b ,P c ; 
e$ iji alfo O a ber SBerityrung&puuft be$ SnfreifeS mit ©eite a. 
gie^t man burdfj einen Sßunft P bie @<Jtran8t)erfale bur<$ A, fo fdfjneibet 
biefe bie ©egenfeite in P a k., fo bafe O a ber Sßunft ift, in meinem bie 
Halbierungslinie be£ SBinfelS a bie ©eite a trifft. 

Stuf anbere allgemeine SSejeid^nungen wirb gelegentlich eingegangen. 

SDer SBeroetö beruht in triefen gaffen barauf, bafe man bie t)or* 
fommenben ©röfeen burdfj bie (Elemente be$ SDreiedfö, b. £. bie SBinfel, 
bie ©eiten, ben Snljalt *• f- f- auSbrüät. 2)urdf) 33ered&mmg ber ©röfjen 
unb Ujre S3erglei$ung erhalt man bie ©äfce. 

24. ©umme unb SDifferenj bestimmter ©röfeeu finb an fidj mistig, 
bie SSetradbtung berfelben ffiljrt ju mannen mistigen ©igenfd^aften 
be$ 2)reie<fö. 33etrad&ten mir junäd&ft eine beliebige Kombination ber 
SBinfel, fo feljen mir, baf$ bie ©umme t>on 2 SBtnfeln jum brüten 
fiUjrt, benn e3 ift ß + ? = 180° - a, femer ß + t - a = 180° - 2 a. 
SDie Kombination t>on 3 SBtnfeln fitljrt alfo jum hoppelten S)reie<f3= 
minfel. S3on befonberer SBebeutung ift beaijalb nur bie SDtfferenj von 
2 ©retedfönrinfeln. 

StnberS ift es mit ben ©eiten. ©infame Kombinationen finb 
b + c, b — c, a-t-b + c = 2p, b -*- c — a = 2 (p — a), 
wobei mir biejenigen auSlajfen, roeld&e au3 biefer bur<$ qllifd^e SSer- 
taufc^ung entfielen. 

25. &er SBinfel ^mifd^en £öfje unb SBinfelijalbterungSlinie ift 
glei# ber falben S)ifferenj ber SBinfel an ber ©egenfeite (h', w a ) 

_ ß-7 

"" 2 ' 

ÜBera. (Sig. 18). & ift A(BH a ) - 90° - ß, A(BO a ) = y , 

alfo A(H.O a ) = y_(90°-ß), menn B>C ift; ober A(H ft O a ) = 

y + p- 90°. Um biefeS beffer aus jubrüden, führen mir bie 33e* 
bingung ein, bafe bie ©umme ber SBinfel 180° beträgt. 2)ie8 giebt 

A(H.O a )-y+ß-y-y-y-— g— . 

26. S)er SBinfel jmifd^en Halbierungslinie unb SDurdjjmeffer be$ 
UmfreifeS an einer (£<fe ifl gleidfj ber falben ©ifferenj ber SBinfel an 
ber ©egenfeite. 
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aSeto. (gig. 18). @3 fommt Ijier t>or allen Singen barauf an, 
bie SBebingung für ben 2JHttelpunft M einzuführen. SDieS gebellt 
bur<$ M(AC) = 2 ß, alfo A(MC) = 90° - ß - A(BH a ). hieraus 
folgt ber ©afc mittelft Str. 25. 

SBir fönnen au$ AM bis junt Umfreife in N verlängern, nnb 
erhalten bie Folgerung bafe NB ± AB, itnb B(NO) = A(NO) ift, 
rooburdj bie 83ebtngungen für M ebenfalls eingeführt werben. SBeil 
NB ± AB, BO ± AH,, fo bilben NB unb BC benfelben SBinfei mte 
AB unb AH a , alfo es ift 

A(BH<) = B(NO) = A(NO). 

27. 3)ie Tangente an bem Umfreife in einer ©de eines ©reieds bilbet 
mit ber ©egenfeite einen SBinfei glei$ ber Sifferenj ber SBinfei an biefer 
©egenfeite. Senfelben SBinfei bilbet mit biefer ©ette bie SSerbinbungS- 
linie ber Jßö^enfufipunfte, bie ju ben ©nbpunften ber ©eite gehören. 

93 em. (gig. 18). Sieben ber alten SSejeidfmung führen mir noty 
bie Tangente AF ein, mo F ber ©d&nittpunft mit BC ift. SDie 33e= 
bingung für AF fü^rt fofort jur Folgerung A(BF) - C(AB) = 7. 
SDer 3luBenminfelfa| fü^rt bann ju F(AB) = ß - T . 

Stadj bem ©afce t>om Sßerip^erienrinfel ift femer 

H (AH b ) = T , alfo H b H II AF. 

S3em. S)ie Differenz ber SBinfei fann natürlid) nodj üielfad) anberS 
Dorfommen. ©dalägt man j. 83. mit AB von A ben ÄreiS, melier 
BC in K, AC in L fd&neibet, fo ift A(KC) = ß - T , B(LC) = 

ß — T c 

o / b°# ift bieg für unfere 3iele unroefentlidj. 

28. ©ä|e über bie Äombinationen von Seiten beS 2)retedS, bie 
ftdj an bie 83erül)rungSfreife fdtfiefcen. 

SBir motten bei ber £afel, bie mir aufteilen, bie S3ebingung 
a>b>c feftyalten unb alle ©treden in ber Stiftung AB, BC, CA 
als pofitit), bie ©trecfen in entgegengefefcter Stiftung negatit) nehmen. 
Storni ift (gig. 19): 

a) A0 C = p - a, A0 ' = p, A0 C " = c - p, A0 C '" - p - b, 
AO b - a - p, AO b ' = - p, AO b " = c - p, AO b '" = p - b, 
BO a = p - b, BO/ = p - c, BO a " = p, BO a " = a - p, 
B0 C = b - p, B0 C ' = p - c, B0 C " = - p, B0 C '" = a - p, 
CO b = p - c, CO b ' = b - p, CO b " = p - a, CO b '" = p, 
CO a =c-p, CO a '=b-p,CO a " = p-a, CO a '" = -p. 
SDiefe Delationen bemeifen mir, inbem mir ben ©afe benufcen, bafe 
bie ©tücfe von ben ©den bis ju ben SBerülirungSpunften einanber gleid^ 
fein muffen. SHefe SSebingungen reiben t>offflänbig aus, um bie ©tüde 
ju beftimmen. 
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<Se$en wir nämltcb 0„A = A0 = x, C B = BO. = y, O.C — 
CO„ = z, fo ift y + z = a, z -t- x = b, x + y = c, alfo 
2(x + y + z) = a+b4-c = 2p, x = p — a, y = p — b, z = p — c. 
gür bie 33eriÜjruugSvunfte von O' fe$en mir ebenfo 
BO c ' = BO.' - y', O.'C = O b 'C = z', O b 'A = AO.' = x', alfo 
y' 4- z' = a, x' — z' = b, x' — y' = c, 
x' = p, y' = p — c, z' = p — b k. 

SBeitere golgeruugen fiub ttodb: 

O.O.' = b - c, O b O b " = c - a, Oo'" = a - b, alfo 
o.o; + 0„O b " + O c '" - 0. 

genter BO. = O.'C, 0.'"B = CO." k, 

fo bajj ber «Wittetpunft von BC aucfc ber von O.O.' unb 0."0.'" ift. 

0.'"B = p - a, BO." -. p, alfo 0.'"0." = 2p-a = b + c, 
ebenfo natürltdj O b 'O b '" = c + a, O "O c ' = a + b, alfo 

0.'"0." ■+■ O b 'O b '" + "0/ = 4 p. 

@S ift aucb 0."'B = p- a/ BO. = p-b, alfo 0.'"0. = 2p-a-b = c, 
ebenfo O/O." = c, alfo O b 'O b = 0„"O b '" - a, 

0.'"0.' = 0.0." = b. 

2Bir erhalten fotnit auf jebcr «Seite, wenn mit bie ©den unb bie 
89erüf)rungSpuufte ber SSerübrungSf reife als ßttbpunfte nehmen, faft 
alle Äombinationen ber Seiten: 

BC = a, 0.'"0.' = 0.0." = b, 0."'0. = O.'O." = c, 

0.'"0." = b + c, O.O.' = b - c, 

BO." = 0.'"C = p, 0.'"B = CO." = p - a, 

BO. = O.'C = p - b, BO.' = O.C = p- c. 

29. 2Betm man in einem SDreied bie Halbierungslinie eines 
SBiufelS bis jum llmfreife verlängert, fo ift ber ©cbuittpunft von ben 
(snbpunfteu bev ©egenfeite ebenforoeit entfernt als vom Sftittelpunft beS 
SnheifeS unb vom SÖMttetpunft beS ber ©egeufeite angetjörtgen 2tntretfeS. 

33 em. (gig. 19.) Stujjer ber alten S3ejeidbnung ift nodb ber ©dmitt* 
punft ber Halbierungslinie AO beS SBinfelS a mit bem llmfreife ein* 
jttfüliren; mir bejeidmeit ir}iv mit A k . des ift alfo p beroeifen: 

A k = A k 0' — A k B = A k C. 

Sie 33ebtngungen, roctdje O beftimmen, fiub bie, bafj er auf 2, 
alfo auf allen 3 SBtnfelljalbterungSlimen liegt. 2Btr toerben alfo 
etiva A(BO) = A(OC), B(AO) = B(OC) benufcen. A k tvirb burcb 
A(BA k ) = A(Ä k C) unb burd) bie Sage auf bem Äreife beftimmt. S5iefe 
le|te 33ebingüng giebt B(A k C) = A(A k C). &a A(A k C) aud) A(OC) 
ift, fo Ijaben tvir 2 3luSfagen für ben SBinfel, baburdb ftnben mir 
A(OB) = B(A k C). ©ott nun A k = A k B fein, fo muffen mir 



1 
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B(OA k ) = 0(BA k ) ju etweifen fudjen. B(A k C) ifl ein Seil von 
B(A k O). @S liegt baljer nab>, bett onbern Seil B(A k O) in SSetradjt 
ju jie^en, bie« ifl B(CO); eS ift nun B(CO) - B(OA), ba$er nodj 
fefrjuflellen, -bafe B(OA) + A(OB) = 0(BA k ) ift; bie« folgt aber aus 
bem ©afce vom Stufjennrintel, beffen fdjucHc ©rfenntniS von SBidjrtig* 
feit ift. 

lim ju beroeifen, bafj A k 0' =■ A k B = A k ifl, f abliefet man ben 
©afc an ben t>otigen an; B(A k O') ergänjt B(OA k ) ju einem Stedjten, 
ebenfo 0'(BA k ) ben SBtnM 0(A k B), ba&er B(A k O') - 0'(A k B), unb 
A k B = A k 0'. fBlan fann inbeffen au$ »oHflänbig analog bem vorigem 
©a|e »erfahren. Sorget mar: 

B(OA k ) = B(00) + B(OA k ) = B(OA) + A(OA k ) = B(OA) + 

A(BO) = 0(BA k ); 

l)iet ifl: 

B(0'A k ) = B(O'C) - B(CA k ) = B(0'0 ') - A(CA k ) = B(0'0„') - 

A(BO) = 0'(BA k ). 

2)ie 2lu$be§nung biefe3 ©a|e8 auf bie entfprectjenben ©dfjnittpunfte 
ber äußern SBinfelfyalbierungälinieu ifl fe^r einfach, ©djjneibet bic 
Halbierungslinie beS Slufcenroinfete in A ben ttmfrete in A k ', fo ifl 
A k '0" = A k 'C = A k 'B = A k 0". 

3Ran fud&t Jjier bie ©reiedfönrinfel einsufiUjren, j. ». B(0"'A k ') = 
O "(B A k ') - £±I - 90° - y. 

S)ie Analogie läßt leidet ben regten 2Beg finben. 

33 em. $afe aus biefem ©a|e nodf) folgt BO a = O a 'C, O ft '"B = 
CO a " 2C V was in Str. 28 benriefen iji, fle£)t mau leidet ein. 

30. 3n iebetft 2)reiecf ifl p' + p" + p'" - p = 4 r. 

Sern, (gig. 19). 3unäd&ft P^t man roo^l leidet ein, bafc man 
ba$ Sßoltjnom von 4 ©liebern in 2 3Mnome wirb jerlegen muffen, alfo 
etwa in p'-t-p" unb p'" — p ober, rotnn mir bie ©eite a betwrjugen, 
in p' — p unb p" ■+■ p'". ©ä|e, in benen fold^e Summen Dorfommeu, 
erhalten mir in ben ©ä|en uom Xrapej. €3 fragt ftdjj alfo, ob mir 
Xrapeje erhalten fönnen, einmal mit ben ©eiten p unb p' unb bann 
mit ben ©eiten p" unb p'". ©old&e Xrapeje finb O.OO'O; unb 

o;"o r "0"o;\ 3m er p en Pnb 00 unb , , bic paraMcn 6eiten ^ 

bie nityt parallelen 00' unb O a O a ', fo bafe e$ ein übergefd[)tagene$ 
Xrapej ifl. fragen mir nun, roeld&eS bie SJHttetpuufte ber nidjjt parallelen 
©eiten finb, fo finb e3 A k unb M a (9h:. 29). 35ie$ fityrt fofort jur 
Delation p' — p = 2 A k M a . 
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3>a3 Xtapes O a "'0'"0"0:' fftyrt bann, ba A k ' ber SDlittelputift 
von 0"0' ift, jnr Delation: 

p" -+- p'" = 2 M a A k ', burcfc SÄbbition folgt: 
p' -+- p" + p'" - p = 2 (A k M a + M a A k ') - 2 A k A k ' = 4 r. 

Sern. 2. S)a eine ©leiclmng jmifdfjen ©röfeen vorliegt, fo ifl bie 
grage, ob man ba3 SRefultat nid&t burcfc eine einfache 9te$nung ableiten 
fann. S)aju fotten einige iQilfSfäfce crft angegeben merberi. 

gilfftfaft 1. PP = P'(P - ») = p"(p - b) = P '"(p - c) = A. 
„ 2. abc = 4rA. 
„ 3. A 2 = p(p - a) (p - b)(p - c). 

Stuf bie 93emeife biefer ©ätje foH nidjjt weiter eingegangen werben, 
ba fie ju ben gunbamentalfä|en ju rennen finb. 

Um mm ben *@a| ju bemeifen, fu$en mir bie t>orfommenben 

©röfcen bur$ bie Seiten, bej. burdf) £itf3gröfeen, $u benen befonberS A 

* .". , o c ., « r^ A . A abc 

unb r gebort, auäjubniaen. 2)a p = — , p = , r = -r-r- 

ift, fo märe atfo ju jeigeu 

) 1 1 1 _ii Ä abc 

| p _ a p-b 4 " p-c~ p ( 



ober A 2 { 1 r h — — \ = 

I p-a p-b p~c p J 



A 

abc ober 



p(p-b) (p_c) + p(p-c) (p~a) + p(p-a) (p-b)-(p-a) 

(p _ b) (p — c) = abc. 

35ie8 folgt aber bur$ eine einfadjje SluSfiUjrung ber 9te$nung, mobei 
nur gelegentlich a-f-b + c = 2p gefegt merben mufe. 

p ~ p' + p" + p'" ~ h' + h" + h"" 

p' '"h rr+ h , ""'h" u# '• r# 

— = —-*-— + — folgt einfadj) bnrd) ©infefcen ber 

r r r r 

SEBerte burdjj A unb bie ©röjjeu p, ba p = p — a + p — b + p — c ift. 

3crlegt man p in -~ + -5- ■+■ -~-/ fo §at man: 

p _ a b c , j. 

Ä"2Ä + 2Ä 2Ä' 9 * 
1111 



- TT + TT, + 



h' ' h" ' h 



tu* 
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b c a , f 
■ a = - + - _ T , otfo 




1 b c a 11 

p' ~ 2 A 2 A ~ 2 A ~ h" + h'" " 


1 
"h" 


2 1111 





in* 
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32. 3ti jebem Eretecf ift MM a + MM b + MM C - r + p. 

33 em. (gig. 20). 2Bir betrachten junädjtft ein fpifcminttigeS 2)rei= 
ed. <gier verlängern wir MM um MM b bis Q, bann ift alfo ju 
beroeifeu M C Q = r + p — MM a . Stuf ber linfen ©eite fyabin wir eine 
einfadbe Sänge; wir werben alfo auä) bie redete ©eite ju einer einfachen 
Sänge jufammenlegen. Stuf bem SftabiuS, ber burdjj M a ge^t, tjaben 
wir fd&on bie Sänge r — MM a , fo bafe wir biefen StabiuS jur Äonftrut 
tion benufcen. Um nun biefe Sänge A k M a um p ju verlängern, ift 
nur von O ba8 Sot auf ben StabiuS ju fällen, trifft biefe^ Sot ben 
9iabiu8 in Q', fo ift alfo Q'A k = r + p - MM a . 

@8 ift alfo nodjj ju beroeifeu: M C Q = A k Q'. 

SluS ber Sebingung MQ = MM b ift junäctjft eine Folgerung ju 
gießen ; bie einfadftfte ift offenbar, ba& bie ©c^nen, meldfje bur<$ M b unb 
Q ge&eu unb fenfred&t ju MM b unb MQ fielen, einanber gleich finb; 
bemnadj) ift bie ©eljne, meldte fenfredjjt ju MQ ift, eine <Qilf3linie. 
©Reibet biefelbe benÄreiS in U unb Q", fo ift UQ" = AC; barauS 
folgt notroenbig Aü II Q"C unb LC = LQ", menn L ber ©dbntttpunft 
von UQ" unb AO ift; enblidb au$ AL = UL; alfo ba Q unb M b 
bie 3Jlittelpunfte von UQ" unb AO finb, a\i$ LM b = LQ, folglich 
M b Q II CQ" II AU. @S ift nun M(M b Q) = a, alfo M b (MQ) = 90° - 

-^-, M b (CQ) = -|-, alfo M b Q parallel ber Halbierungslinie be£ 2Binfel£ 

öl ober parallel ju AA k ; ba aud) AU parallel biefer Siuie ift, fo ift 
U ber Sßunft A k . SMe ©eraben M C Q unb A k Q' ftoften nid&t aneinauber, 
finb auä) nid&t parallel; mir merben ba^er unterfud&en, ob fie nidjrt in 2)rei= 
eden liegen, beren flougruenj mir bemeifeu fönnen. S)a M C Q in feinem 
§ier gejeid&neten Sreiecf liegt, fo merben mir eine Sßarallefoerfd&iebung 
vornehmen. 2)ie$ gefd)iefjt etroa, inbem mir von B ba3 Sot auf A k Q 
fällen, moburcb mir BQ"' erhalten. S)a nun fd&on befannt ift, baft 
A k B = A k O ift fo finb bie 2>reieäe A k BQ" unb A k OQ' ju untcr-- 
fud&en, meldte red^troinflig finb unb in ber igtjpotenufe fdfjon überein= 
ftimmen. 

3Ran finbet leidet B(A k Q'") - ß -+- -|- - 90° = 1=1 , ebenso 
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au# A k (OQ') = -l^pl (3lr. 25 u. 26), atfo finb bie ©reiecfe fon* 
gruent unb ber ©a| erliefen. 

Sern. 1. Sft * > 90°, fo ftnbet man cbcnfo MM b + MM - MM a 
= r + p. ©te^t man aber MM. §ier ate negatiu an, ba eS in bcm 
anbern glädfjenteil bcr gbene als ba§ ©reiecf liegt, fo mürbe man ben 
©afc audj) l)ier fo auäfprecben tonnen MM a + MM b +MM c = r + p. 

Sern. 2. 2)er ©afc läfet ftd& folgenbermafeen au3be§nen: 

p' -r = MM b + MM«-MM ft/ 

p" - r = MM a -h MM C - MM b , 

p" - r - MM a -f- MM b - MM C ; 

mobei bie t>ortyer angegebene 3^i^^regel gilt. Stimmt man baju no<$: 

- p _ r = - MM a - MM b _ MM C , 
fo folgt bur<$ Slbbition: 

p'-t-p"4-p'"_-p_4r = 0. 

33. S3ejei$net man ben Slbftanb be3 SDlittelpunfteS be§ Snlreife^ 
Dom 9JUttelpunfte be£ UmfreifeS mit d, fo gilt bie Delation d 2 = 
r 2 - 2 rp. 

Sern. %xq. 20. 2)a eine ©röfcenbejieljung feftgeftettt werben foH, 
fo empfiehlt e§ fi$, bie Sage von M unb O von ©röfeen abhängig ju 
mad&en. ©ne SBebingung für M ift, bafc eä in bem i*ote liegt, meines 
im 2JHttelpunft einer ©eite errietet wirb, bodfj wirb M baburdjj nictjt 
befümmt, eine nähere SBeftimmung erhalten mir f$on, mnn mir ben 
ganjen 3)urd(jmeffer A k A k ' gießen; bann ifi e3 aber natürlich nötig, O 
mit biefen fünften in Sejieljuug ju fefcen. 6ine SSebingung für O ift, 
bafc er auf AA k liegt, eine auberc, bafe A k O = A k B ift, roobur<$ O 
beftimmt mirb. SDurdjj bie angebenen ©röfcen bej. burc$ bie Seiten 
be3 SDreiedfö ift bann ber Slbftaub auäjubrüdfen. 2Btr merben aber 
audj) fragen, ob bie angegebene Stelatton nityt Umformungen annehmen 
fann. ©otdjje finb noä): 

r 2 - d 2 = 2 rp, r 2 = d 2 + 2 rp. 

35enft man fidjj 2rp in ein Duabrat t>ermanbelt, beffen ©eite x 
fei, fo ^ätte man ju jetgen, bafe r, d, x ein red&ttmnfligeä 2)reiecf ift. 
©ie$ §at infofern feine ©d&mierigfeit, afö bie äßermanblung von 2rp 
in x 2 fiel) nid&t gut an bie gigur anfd&liefet. 33etradjjten mir bie anbere 
Umformung, fo ift r 2 - d 2 = (r + d)(r - d). SDiefe ©röfeen r + d unb 
r — d merben leidjjt in ber gigur erhalten, mnn mir M mit O üer= 
binben. ©djjneibet MO ben Ärete in N unb R, fo ift ON = r - d, 
OR = r + d; ba^er ON . NR = r 2 - d 2 . @3 ift nun bie grage, ob 
mir NO • OR umformen fönnen. ©ine fold^e ift bur$ ben ©a| von 
ber Sßotenj eines fünftes in SBejug <tuf einen Ärete gegeben. 6$ ift 
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ON • NR = AO • OA k ; e3 ifl alfo tto$ )u beweifen: AO . OA k = 

2rp = p • A k A k '; beim man wirb bie Einführung von A k A k nadfr 

bem t>orI)er ©efagten bered^tigt ftnben. 2)ie ®lei<$mtg AO • OA k = 

p • A k A k ' wirb natürlich tu eine Proportion üerwanbelt, rote bie£ 

bei foldjen (Steigungen meiftenö fein wirb. 25ieS giebt entweber 

AO A k A k ' , AO p 

— ober r 



p OA k A k A k ' OA k - 

SDiefe Delationen führen jum 2)reie<f AOO c , in welkem AO unb p 
twrfommen. ES ifl bie grage, ob ein 2)reie<f mit A k A k ' unb OA k t)or^ 
lomntt; ein földjeS ift A k A k '0, bod) ift baSfelbe nid^t redjtwinflig, nrie 
AOO c . 9htn aber ift A k B = A k O, alfo fönnen nrir au<$ baS ©reied 
A k A k 'B betrauten, ba3 in ber X^at red&twtnJltg ift. S)a au$ A(O c O) 
= A(BA k ) ift, fo ftnb bie 3)reiede AOO c unb AA k 'B k fi$nlt$, womit 
ber ©a$ bewiefen ift. 

Sern. 2Bie fe^en $ier, ba& bie Delation A k B = A k O für ben 
33ewete uon befonberer SBebeutung ifl; es ifl aber au<$ bie Eigenfdjaft, 
bttrdj) weldje O $ier beftimmt n)irb. 

Sern. 2. ©in anberer SBeweiS wirb erhalten, wenn mir bie t>or$er 
gegebeneu ©röfeen unb jugleidj) bie ©eiten be3 2)reied8 einfuhren. 2Bir 
fällen ju bem Enbe no<$ uon O ba$ Sot OQ r auf A k A k ', bamit mir 
auf biefer Sänge bie ©tüde erhalten. E3 ift banu: 
d* « OQ' 2 4- Q'M 2 = OA k 2 - Q'A k 2 + Q'M 2 = A k B 2 - Q'A k 2 4-Q'M 2 
= BM a 2 + A k M a 2 - Q'A k 2 4- Q'M 2 = BM a 2 4- (r - MM a ) 2 - 

(r 4- MQ') 2 + Q'M 2 
= BM a 2 4- MM a 2 4- r 2 - 2 r • MM a - r 2 - 2 r . MQ' 
= r 2 - 2r (MM a 4- MQ') = r 2 - 2rp. 

Sem. ©iefer ©a| Ijat natürlich eine Säuabeljnung, bie fi$ auf bie 
Entfernung be£ SßunfteS M von ben 3Rittelpunften ber anbem 99c- 
rityrungSfreife begießt. 3ft MO' = d , MO" = d", MO'" = d'", fo ifl 
d'* = r 2 + 2rp', d" 2 = r 2 4- 2rp", d'" 2 = r 2 4- 2rp"', 
alfo d 2 4- d' 2 + d" 2 4- d'" 2 = 4 r 2 4- 2 r(p' 4- p" 4- p'" - p) = 12 r 2 . 

34. Folgerung. 2Bir fanbeu üorljer bie merlmfirbtge Eigenfd&aft, bafc 
ber Stbftanb d nur von ben 2 Elementen r unb p abhängig ift. 3ft alfo 
r unb p gegeben, fo ifl bamit bie Entfernung be3 3JHttel:punlte3 O »on 
M gegeben, man fann alfo ben 5ßunft O feftftetten, ba bei einer SBe- 
megung von O auf bem Äreife mit d baS ganje SDreted ftcb glei$= 
rnäfng weiter bewegen föunte. 2)a8 2)reied wirb aber erft burd) 
3 Elemente beflimmt; man fann alfo eine ©eite wtttfürli<$ netjmen, fo 
bafe fie ben 3Snfcei3 berührt, fttifyntt man bann uon ben Enbpunlten ber 
©e^ne bie Xangenten an ben Snfretö, fo muffen ft<$ biefelben ba^er auf 
bem Umgreife uon M fd&neiben. 35ieö giebt ben ©a|: ipat man 
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2 Äreife von foldjev 93ef c^aff cn^eit , bafj e8 ein 2)reieä gtebt, roetöjcS 
bcm einen Ärcifc inbefcbjieben , bera anbern umbefdmeben ift, fo giebt 
e§ unenbliä) »tele folget 2)reie<fe. 

3)er @a| gilt natMidj aud) für bie au|ern SerüfirungSfrofe. 

35. 4t' 2 = 2b 2 + 2c 2 -a 2 , 

4t" 2 = 2c 2 + 2a 2 -b 2 , 

4t'" 2 = 2a 2 +2b 2 -c 2 , 

olfo 4(t' 2 + 1" 2 + 1'" 2 ) = 3(a 2 + b 2 + c 2 ). 

S8en». (gig. 21). Sßir nehmen ber ©nfaä)f>eit Ijalbec feine Snbice?, 
fc|en im ©ceied ABO bie ©djroerlinie AD = t wtb begei^tten ben 
igöljenfufiipunft mit G, bann ift: 

t 2 = AD 2 = AG 2 + GD 2 = AB 2 - BG 2 + GD 2 . 
933ic werben Ijier oBeS fooiel als mögliä) burifc, bie Seiten au2- 
brüäen; es ift olfo 

t 2 = c 2 - BG 2 + GD 2 , ebenfo 

t 2 = b 2 - CG 2 + GD 2 , olfo ber Symmetrie falber 
2 1 2 = b 2 + c 2 - (BG 2 + CG 2 ) + 2 GD 2 . 

Um bie SJebingnng einzuführen, baf3 D ber -Sötittclpunft »on BC ift, 
bürfen wir mit fe|en GD = CG ~ BG , olfo ift 2 t 2 = b 2 + c 2 - 

(BG 2 + CG 2 ) + 2(CG BG) 2 = b 2 + c 2 - J^±^T 



a 2 



= b 2 + c 2 - -_-. 

L 

■m 

SBem. ©inen fe£)r einfadben 33eroei8 erhält man, wenn man an 
ba$ Parallelogramm anfnüpft. 

36. 3n jebem SBiered tfl ba$ trierfad&e Quabrat ber 3Serbinbung$= 
linie ber 3Jiittelpunfte von 2 ©egenfeiten gleidf) ber Summe ber Duabrate 
ber diagonalen plus ber ©umme ber Duabrate ber anbern ©egenfeiten 
weniger ber ©umme ber duabrate biefer ©egenfeiten felbfi. 

Sern. (gig. 22). ©3 fei ABCD ba3 Sierecf, E, F, G, H bie 
2JHttelpunfte von AB, BO, CD, DA. 3)ie SSebingungeu finb l)ier 
etnfa$; mir ^aben alfo ju fragen, meiner ©afc ift rooljl anjumenben? 
9Jtan roirb §ier balb erlernten, ba& ber in Str. 35 angegebene ©dfjroer* 
linienfa| anjumenben ift, ber ja bie 9JUttelpunfte uon Seiten in 33e* 
trad&t gie$t. Sieben mir j. S3. AG unb BG, fo ift EG, bie S?er-- 
binbungSlinie ber SWittelpunfte üon 2 ©egenfeiten, bie ©d&roerlinie im 
Sreieä ABG. 25a^er ifl: 

4 • EG 2 = 2 AG 2 + 2 BG 2 - AB 2 ; 
e£ ftnb aber AG unb BG au$ ©d^merttnien, alfo 
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4 AG 2 = 2AC 2 + 2 AD 2 - CD 2 , 
4B0 2 = 2BD 2 + 2B0 2 - OD 2 , alfo 
2 AG 2 + 2 BG 2 = AC 2 + BD 2 + AD 2 + BC 2 - CD 2 , fomit 
4EG 2 = AC 2 + BD 2 + AD 2 + BC 2 - AB 2 - CD 2 . 
@6enfo natürlich: 

4FH 2 = AC 2 + BD 2 + AB 2 + CD 2 - AD 2 - BC 2 . 
©inb J uub K bie 2mttelpunfte *on BD unb AC, fo läfet ft$ 
ebenfo aMetten: 

4 JK 2 = AB 2 + CD 2 + BC 2 + AD 2 - AC 2 - BD 2 . 
3fn biefen ©letdjungen jufammen treten bie 33erbinbung3limen ber 
fünfte A, B, C, D gang gteidjmäfeig auf. ®ie Slbbition ber 3 
©leidjungen giebt bann: 
4(EG 2 + FH 2 + JK 2 ) = AB 2 + AC 2 -hAD 2 4-BC 2 4-BD 2 4-CD 2 . 

37. ^n jebem Äretetrierecf ift ba$ Duabrat ber 33erbinbung£linie 
ber ©djnittpunfte ber (Segenfeiten glei* ber ©umme ber Duabrate ber 
Tangenten an ben ©nbpunften. 

Sern, (gig. 23). Sag ÄretSoiered fei ABCD, AB unb CD 
mögen fidj in E, AD unb BC in F fd&neiben. ©inb bann EG unb 
FH bie Tangenten an ben $rei§, fo fott bie Delation ftattftnben: 

EF 2 = EG 2 -i- FH 2 , 
ober au* EF 2 = EC . ED 4- FC . FB. 

S)a ein Duabrat gteid) ber ©umtue von 2 Duabraten ober über- 
haupt t>on 2 gläd&enftüden ift, fo werben mir baä Duabrat in 2 Seite 
jerlegen, von benen ber eine ben Sßert FC • FB Ijat; bann ift na*ju- 
meifen, bafe ber anhere Seil ben SBert EC • ED $at FC . FB ift 
bie Sßotenj beö fünftes F in S3ejug auf ben $rei£, jjeber burdj BC 
gelegte ÄreiS giebt für F biefelbe $otenj; legen mir alfo bur* BCE 
ben Ärete, ber FE in X fd&neibe, fo ift FC . FB = FX . FE. Sie* 
füt)rt jur 3erlegung von FE 2 in FE - FX unb EF . EX. ©er 
Sa| ift alfo beroiefen, nenn EF . EX = EC . ED ift. Um bie<S feffc 
jufietten, muffen mir t)om 5ßunft x eine Folgerung gießen, bie auä feiner 
«efttmmung folgt. Sine fol^e ift X(CF) = B(CE). ®a B(CE) ein 
5ßerip^erieminfel im ©runbfreife ift, fo finbeu mir B(CE) = D(CA), 
alfo ift X(CF) = D(CA) ober au$ X(CF) + D(CF) = 180°, morau* 
folgt, baf; DCXF ein ÄreiSoiereä ift. <gierau§ folgt bie ju ermeifenbe 
Delation EF . EX = EC . ED. 

33 em. SDer ©a$ fann au* fo au^gef proben merben: 

S3ei einem ÄreiSmereä ift baä Quabrat ber äußern diagonale gtetd) 
ber ©umme ber Sßotenjeu ber ©nbpunfte. SJlan fieljt tyier ba£ SSieredE 
atö fogenannte* BottftänbigeS 3Siercd an, in roeldjem f amtliche 6 3Ser- 
btnbungälinien ber ©den afe ©eiten, bie ©*nittpunfte ber ©eitenpaare 
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als SDiagonalpunfte betrautet werben, bereit es fomit 3 giebt. diagonalen, 
beten es alfo aud& 3 giebt, ftnb bie 33erbinbungSltmen ber 2>iagonat-- 
punfte. 3n biefer gorm erhält man atsbann letcbt bie SluSbeljnung 
beS ©afceS. SBegetd^ncu wir bie Sßotenj eines fünftes in SBejug auf 
einen ÄreiS, inbem wir au ben Sßunft ben ^nbey p fefcen, fo würbe 
ber ©afc lauten: 

EF 2 = E p 4- F p . 

3ft bann J ber britte 2)iagonalpunft, fo würbe ju unterfudjen fein: 

JE 2 = J p 4-E p , JF 2 = J p + F p . 

2Bir legen ju bem @nbe htn ÄreiS um BCJ, melier FJ in Y 
fd&neibe, melier Sßunft im allgemeinen auf FJ hinter J liegen wirb. 
35ann ift Y(BJ) = C(JF) = D(JF), ba bereu Stebenwinfel auf bem 
Sogen AB fielen. 9Jto$eu wir nun ftatt Y(BJ) = D(JF) bie SluS* 
fage Y(BF) = D(BF), fo ftnben wir, bafe F, D, Y, B auf einem 
Äreife liegen, alfo iji JY • JF = JD . JB = J p ; FJ 2 = FY . FJ - 
JY • FJ = F p 4- J p , ba J p als negatit) anaufe^en ift. gbenfo ift 
natürlich ju beweifen JE 2 = J p 4- E p . 

SDie Kombination ber 3 ^Relationen giebt: 

EF 2 4- F J 2 + JE 2 = 2 (J p 4- E p 4- F p ), 
J p = £(EJ 2 + FJ 2 -EF 2 ), 

E p = ^(JE 2 4-FE 2 -JF 2 ), 
F P = -J(EF 2 + JF 2 -EJ 2 ). 

Hieraus nod&: 

(2 . EFJ) 2 = F P J P + J P E P 4- E P F P . 

38. 3n jebem 2>reie<f ift baS Sßrobuft von £ötye unb SDurdjjmeffer, 
ebenfo baS Sßrobuft ber SBinfelljalbierungSlinie unb ber ganjen bis jum 
Umtreife verlängerten ©efjne gleidj bem ^ßrobuft ber etnfd&liefcenben 
Seiten ; ferner baS Sßrobuft beS verlängerten ©tücf S ber 2Binfell)albierungS- 
linie mit biefer felbji gleich bem öuabrat ber Entfernung beS 33ogen= 
mtttelpunfteS von einem ©nbpunfte ber gegenüberliegenben 2>retedfSfette. 

SDer 33eweiS beruht barauf, baft man bie Sßrobuftengleidjungen in 
Proportionen verwanbelt, bereu ©lieber Seiten von ä^nlid^en ©retecfen 
ftnb. Sie Stynlidtfeit folgt aus ber ©leidf^eit ber SBinfel, biefe aus 
bem ©a§e Dorn Sßerip^eriewinfel. 

35er ©a| von ber SBinfetljalbierungSlinie fäfct fidj auf bie äußere 
2Binfell)albierungSlinie ausbeuten. 

39. Halbiert man in einem redjtwinfligen 2>reiecf einen fpi^en 
SBinfel unb verlängert bie Halbierungslinie bis jum Umfreife, fo ift 
biefe £atbierungSfetyne bie mittlere proportionale jwifd&en bem SftabiuS 
beS UmfreifeS unb ber ©umme ber einfd&liefcenbeu ©eiten. 
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»em. 1. (gig. 24.) 5)a3 SDreicd fei ABC mit bem red&ten 
SBmfel an bet (Sdfe 0, bie £albierunggfeljne AB, toeld^e BO in D 
fdfjneibe, M ber SWittelpunft von AB, alfo au<$ t>om Umgreife; eg foH 

beroiefen werben: 

AE 2 = (AB + AO) . AM. 
SBerlängert man BA um AO big F, fo mürbe ju bemeifen fein: 

AE 2 = AM • BF = BM.. BF. 

Solan fönnte bieg jurücIfiUjreu auf: 

AM = AE BM_ AE 

AE BF 0UX AE BF- 

2)ieg ift burdfj äljnlid&e 2)reie<fe nid&t ju ermatten, ba AE unb BF 
nidfjt ©eiten eines SDreiedfg finb. SBir muffen batyer ftatt AE eine tum 
B augge^enbe Sinie nehmen, meldte ebenfolang ift. (Sine fold&e ift leidet 
ju erhalten, ba AB ein ©urd&meffer ift, mir bürfen nur BG II AE 
jieljen; bann ergiebt fidjj natiirtWj leidet, bafe AGBE ein 3ted(jte<f ift, 
alfo EG ein 2)urdjjmeffer, ber jugleid^ fenfred^t ju BO ift. SBir ^aben 
alfo ju bemeifen: 

BG 2 = BM • BF ober BM : BG = BG : BF. 
(£g mufe alfo BGMooBGF fein ober BG Sangente an einen Äreig 
bur$ FGM. SBir motten bieg lefctere bemeifen. @g ift CF II AE, xoa% 
aug ©leidf^eit von Sßinfeln folgt. £)a GA1EA, fo aud& GA X CF. 
Stuit liegen FCMG auf einem Äreife, beim G(CE) = A(OE) = 
F(CM). S)er 3)tittelpunft biefeg Äreifeg mufe auf GA liegen, meil 
GA bie 2Melfenfred&te von CF ift; ba nun BG±AG ift, fo ift 
BG Tangente ju bem Äreife. 

33 em. 2. ©elbftoerftänblidO fann man AE 2 audjj in 2 Seile 
jerlegen, unb bie fo erhaltenen Seile umformen. AE jerlegen mir am 
natürtidjjften in AD unb ED; alfo AE 2 = AE . AD + AE . ED. 
9hm ift AD • AE = AB • AC = 2 AM • AC. (f. 3tr. 38.) 
AE • DE = ED • EA = EB 2 = AB 2 - AE 2 , alfo 
AE 2 = 2 AM • AC + AB 2 -, AE 2 ober 
2AE 2 = 2AM(AB-f-AO). 

Sag SBefentlid&fie beg erften Semeifeg ift, bafe man üom Äreife 
um FGM beroeift, baft er uo$ burd^ C ge^t, unb eg mag barauf 
fjmgeroiefen merben, bafe eg häufig von Vorteil ift, von Greifen, bie 
man burdj) fünfte beftimmt, nodj) anbere fünfte ju beftimmen, bej. 
anbere ©igenfd^aften ju bemeifen. 

40. Seilt man bie Seiten eineg 2)reiecfg f ortlauf enb na$ einem 
beftimmten SSerljältnig unb t>erbmbet bie erhaltenen Seitpunfte, fo tji 
ber ©djjroerpunft beg baburdf) erhaltenen 2)reie<$g audj) ber ©djjmerpunft 
beg urfprünglid^en. 
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»ew. (gig. 24). ABO fei baS ©reieä, A', B', C feien bie 
Seilpunfte, fo bafc BA' : A'O = CB' : B'A = AC : C'B = n : m ift. 
©a f)ier Säugen, meldjje gleite SBerfjältuiffe §aben, nidfjt von einem 
fünfte ausgeben, auef) nidbt, wenn man fie verlängert, fo lönnen mir 
bie angegebenen SJebingungen nidfjt bireft benufcen, mir Ijaben vielmehr 
£ilfslinien gu gießen. Um biefe ju erhalten, muffen mir baS ju er= 
reid&enbe giel ins 3luge f äffen. (SS fott bemiefen merben, bafe ber 
©$merpunft eines- ©reietfs aud) ber ©$roerpunft eines anbevn ©reiecfS 
ift. 3 u Kädf)ft ift }u fragen, bur$ meldte Sebiugungen mir ben ©djjroer* 
punft beftimmen motten; er fann als ©dfmittpunft von 2 ©cfjroerlinien, 
bann auä) als ber Sßunft einer ©d&merlinie, ber biefe nadjj bem S5er= 
pltniS 2 : 1 teilt, angefetjen merben. ©ie erfte Seftimmung verlangt 
junäd^ft eine Folgerung, bafjer bie jmeite SJeftimmung l)ier, bie eine 
letzter gu vermertenbe SluSfage enthält, als bie vorteilhaftere erfdjjeint. 
©er ©afc mürbe bana$ bemtefen fein, menn man geigen fanu, bafe fieb 
2 ©d&merlinien ber beibeu ©reiedfe nadj) bem 33erl)ältniS 2 : 1 f<$neiben. 
^ieljt man in bem einen ©reied bie ©djroerlinie AM, fo ift bie tnt= 
fpredfjenbe im anbern ©reieä A'M'; bod) fei babei bemerft, bafe es 
gleichgültig ifi, meldte ©djjmerlinien mir uns gefdjjnitten beuten, mir 
tonnen alfo an6) bie ©d^merlinien AM unb CT' in SBerbinbung 
bringen, menn es beffer pafct. ©a parallele burd& ©trafen in gleiten 
SSerfjältniffen gefebnitteu merben, fo liegt es tjier na^e, parallele als 
Hilfslinien ju gießen, gießen mir j. 39. CA" II AC, mo A" auf BC 
liegt, fo fyabtn mir: 

BC : CA = BA" : A"C = m : n; bieS in SSerbinbung mit BA' : A'O 
= n : m giebt bie Folgerung B A' = A"C. ©a alfo nun CA" : A"B 
= OB' : B'A = n : m, fo ifi aud& A"B' II AB. 3n bem ©reietf A'A"B' 
finb nun M unb F bie SWittelpunfte ber ©eiten A'A" unb AB', alfo 
MF II A"B' II CA; au* MF = £A"B' = £CA. ©a$er muffen fi$ 
CP r itnb AM in einem fünfte S fd&neiben, fo bafe AS:SM = CS : SP' 
= 2 : 1 ift, morauS folgt, baß S in ABC unb A'B'C ©djjmerpunft ifi. 

(Sinen anbern Semeis liefert nnS ber ©ebanfe, bafe bie ©$mer* 
punfte von 2 ©reieefen jufammenf allen, menn fie eine ©djjmerlinie ge- 
tneinfd&aftlidj) Ijaben, maS eben barauS folgt, bafc ber ©dfjmerpunß jebe 
©dfjmerlinie nacb bem SSerljältniS 2 : 1 teilt. Snbem mir mieber 
CA" II AC jie^en unb A mit A' verbinbeu, finben mir, bafc ABO 
unb AA'A" bie ©djjmerlinie AM, alfo audj) ben ©d&merpunft gemein 
Ijaben. ©a nun ACA'B' ein Parallelogramm ift, fo ift ber SRittefc 
punft M' von B'C audj) ber von AA", baljer A'M' ©dfjmerlinie in 
©reied A'B'C unb in AA'A". ©a AA'A" unb A'B'C alfo au$ 
ben ©d^merpunft S gemein Ijaben, fo aueb ABC unb A'B'C. 

SB. gu&rmann, ©gnt&etiföe ©eroetfe. 4 
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©elbftoerftänbltd& läfct fidf) ber ©afc auf ben gaH ausbeuten, roenn 
bie £eilpunfte auf btn 9Serläiigerungen ber ©eiten liegen. 

41. Sßenn man in einem ÄreiSoiered bie beiben diagonalen jiel)t, 
bann bie 4 SDreiede au% je 2 ©eiten unb einer diagonale beftimmt, fo 
bilben bie SJtittelpunfte ber ^nfreife tttf er 4 35reiede bie (Sdcn eines 
SKed&tedS. 

Sera. (gtg. 25). ABCD fei baä Siered, bie betreffenben 3)reiede 
erhalten mir, menn mir je eine ©de fortlaffen; e§ finb alfo BCD, 
CDA, DAB, ABC. 35ie SRittelputttte ber Sogen AB, BC, CD, DA 
feien bej. M, N, P, Q, ferner a, b, c, d bie 2Jtittelpunfte ber ^nfreife 
Don BCD, CDA, DAB, ABD. SDie ©nfü^rung ber 3Jttttelpunfte 
jener Sogen giebt uns bann leidet eine Seftimmung ber voxtyx genannten 
fünfte a, b, c, d. 33efdf>reibt man nämlidj) t)on P mit PC = PD ben 
ÄreiS, fo gel)t berfelbe burdj) a unb b; ebenfo gel)t ber mit QD = QA 
t)on Q gef($lagene ÄreiS burdj b unb c, ber t)on M mit MA = MB ge= 
fdjlagene ÄreiS gefjt.burcb c unb d unb ber von N mit NB = NC ge= 
fc&lagene ÄreiS buxü) d unb a; mir fönnen un§ alfo bie fünfte burdj jene 
Äreife beftimmt benfen. SBir nriffen bann, bafe PaB, PbA, QbC, QcB, 
McD, MdC, Nd A, NaD auf ©eraben liegen, gnbtid) ift }u berüdfiebtigen, 

bafc MNPQ auf bem Umfreife von ABCD liegen. £a ftd& in A 
2 Greife fd&neiben, fo merben mir bie tyier entftebenben $eripl)erieminfet 
mit anbem vergleichen. @3 ift A(PD) = M(PD), ober ba A, b, P in 
einer ©eraben liegen: A(bD) = c(bD), alfo M(PD) = c(bD), fomit 
bc II MP. ebenfo ift ju bemeifen, bafe da II MP ift, bagegen cd II ON II ab. 
2Iuä ben 33ebingungen für M, N, P, Q folgt bann nod; leidet, bafe . bie 
Sogen MN unb PQ jufammen einen £albfreis betragen, alfo MP X NQ 
ift, bafyer audfj bcJLcd 2C. b. $. abcd ift ein SRed&ted. 

6ä ergeben \i§ leidet nod) anbere Folgerungen. 6£ ift PM _L ab, 
au$ PMJLcd, ba aber ab unb cd <&tty\tn in Äreifen finb, beren 
SJHttelpunfte P unb M finb, fo merben biefe ©eljnen burd^ MP halbiert, 
ebenfo merben bc unb da burdf) NQ halbiert. — Verlängert man nodf) 
aP um fufc fetbft big a, , fo ift biefer $unft ber 9Jttttetpunft beS 2ln= 
freifeS oon SDreied BCD, unb a,b-Lba, alfo cb^ in einer ©eraben. 
Sttuf berfelben ©eraben liegt audf)- d, , ber 2Jttttelpmtft eines 2lnfreifeS 
von ABC, unb jmar mirb d, erhalten, inbem man dM um fi$ felbft 
verlängert. 

42. $n jebem SSierecf ABCD liegt ber ©djmerpuuft S, ber ©dfjmtt* 
punft O ber SerbinbungSlinien ber 3)Httelpunfte ber ©egenfeiten unb 
ber ©d&nittpuuft E ber SDiägönalen in einer ©eraben, mobei ber.SßunftO 
bie ©trede jtoifc^en ben beiben anbern uadjj bem Verhältnis 1:3 teilt. 
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Seit), (gig. 26). gä feien F,G,H,I,M,N bie SJUttelpunfte von 
AB,BC,CD,DA,AC,BD; bann D' "ber ©d&merpunft t)on ABC 
unb B' ber von ACD; B'D' fd&neibe AC in K unb MN in N'. 
Sie (Sinfütyruug biefer fünfte ift geboten, um bie fünfte, von benen 
ber ©afc Rubelt, ju beftimmen. S)er ©d^merpunft be8 Sieredte mufc 
nämlidf) auf B'D' liegen. Um aber B'D' ju beftimmen, brauchen mir 
bie 3Jiittelpunfte H, G, M, F. ®8 liegt ba^er nat)e, aud) bie anbern 
9ftittelpunfte einjufü^ren. @3 mirb ferner B'D' burdjj S fo geteilt, 
bafc ftdj bie Seile mie bie SDreiede ABC unb ADC t)erf)älten, 
ober ba ABC : ADC = BE : ED ift, fo folgt BE : DE = B'S : SD'. 
3ft bann K ber ©d&nütpunft Don AC mit B'D', fo folgt BE : DE 
= D'K : KB'. 2>ie3 fü^rt jur Folgerung, baft S erhalten mirb, 
wenn mau B'S = KD' mad&t; ber 2Kittelpunft tum B'D' ift alfo 
a\i$ ber von SK. £>a nun MB'D'coMDB ifl, fo halbiert MN bie 
Oferabe B'D' in N', anfy geljt MN bur$ O(N10); B'D': BD = 
MB' : MD = 1 : 3, alfo MN' : MN - 1 : 3, ebenfo: N'K : NE = 1 : 3; 
alfo ba SN' = N'K, au$ SN': NE = 1:3.. unb ba au$ N'0:ON 
= 1:3, fo folgt, bafc SOE in einer ©eraben liegen. 

Sem. SBie f<$on früher, fo ift audfj §ter von ganj befonberer. $e= 
beutung für ben ©c&roerpunft beö ©reiedfö bie Seftimmung, bafe er eine 
©<$merlinie naä) bem 33erl)ältni3 2 : 1 teilt. 

43. Sßenn man in einem Äreife auf einem Surcbmeffer 2 fünfte 
A unb B gleich meit t)om SJUttelpunftc O annimmt, einen beliebigen 
$unft P ber ^Serip^eric mit benfelbeu rerbinbet, mobur# man bie 
.©djjnittpunfte C unb D biefer 33erbinbung3linie mit bem Greife er= 
f)ält, bann ben ©djmittpunft N t>ou CD unb AB befiimmt unb eublid; 
ben ©egenpunft Q ju P auf bem Äreife nimmt, fo ift NQ Tangente 
an biefen ÄreiS. 

Sem. (gig. 27). SetradSjten mir junädfjft bie Sebingungen an ftdf>, 
fo merben mir an§> AO — OB, PO = OQ bie Folgerung jie^eu, bafe 
QBPA ein Parallelogramm ifl. 2)ie3 giebt uns fd&on bie ©teid^eit 
von Sängen unb Sßinfeln. ginige biefer SBinfel ftnb Sßertpljeriemmfel, 
au£ benen mir alfo leidet ueue Folgerungen jtefien fönnen. @3 ift 
P(BQ) = Q(AP), P(BQ) = C(QD), alfo Q(AP) = C(QD); ferner 
D(CQ) = P(CQ). Somit finben mir, ba£ bie SDreiede CQD unb 
QPA in 2 Sßinfeln übereinftimmen. Sie aUergemöl)ntid(tfte Folgerung 
mürben Proportionen fein, uns fommt e3 inbeffen audf) barauf an, von 
N eine Folgerung ju l)aben, mobei audfj manche ber fyon benu|teu 
Sebiugungen nochmals jnr SCnraenbuug fommen fönnen. 2Bir Ijaben 
von QPA eine 2lu3fage; ba N auf AO liegt, fo merben mir AO in 
Setrad^t jie^en. £a AO ©d&werlinie in QAP ift, fo merben mir in 

4* 
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CQD bic entfpred&enbe ©djjroerlinie QM gießen, roo M ber 9Rittelpunft 
von CD ift. @ntfpred>enbe ©dDroerlinien in äljnlid&en 2)reieden teilen 
biefelben roieber in äfinlid&e 2)reiede; alfo ift O(AQ) « M(CQ) ober 
O(NQ) = M(NQ), alfo liegen M, 0, N, Q auf einem «reife. 3>a 
M(ON) = 90°, f o ift äu$ Q(ON) « 90°, alfo NQ Tangente an Steig O. 
Sern. Sltö befonberS roid&tig erfd&eint §ier bie (Sinfüljrung ber 
Sttittelpunfte O unb M t)on PQ unb CD. 

44. 2)aS Parallelogramm, beffen Gfötn bie SJtittelpunfte ber ©eiten 
eines beliebigen fonoeyen 33ieredS finb, ift Ijalb fo grofe als baS SBiered. 

33 ero. 35ie gläd&en t)on giguren fityrt man roefentlidjj auf $a= 
rattelogramme unb 25reiede jurüd. 3wc Sforoenbung bei ber 93er- 
gleid&ung von giguren in SSejug auf ben gläd&eninljalt fommen bie 
©äfce: Parallelogramme unb 2)reiede von gleidjjer ©runblinie unb igöfje 
finb gleicl); baS 2)reied ifi bie £älfte eines Parallelogramms t)on 
gteidjjer ©runblinie unb $öl>e. ©reiede unb Parallelogramme vtxfyalttn 
fi$ mie bie Sßrobufte von ©runblinie unb igöfje. $Äfmli$e 2)reiede vtx= 
galten ft$ roie bie Quabrate entfpred&enber Seiten ober Sinien. 

es fei nun ABCD ein beliebiges äMered (ftig. 28), E, F, G, H 
bie 3)Uttelpunfte ber Seiten AB, BC, CD, DA. S)aS SBiered muffen 
mir in S)reiede jerlegen, mir jiefjen ba^er bie diagonale BD, rooburdj 
auä) baS Parallelogramm EPGH in 2 Seile EKJH unb FGJK 
jerlegt roirb. SebeS biefer beiben Parallelogramme ift bie £älfte ber 
entfpredjenben S)reiede, ba fie bie fjalben ©runblinien unb §öl)en §aben, 
ba^er audjj baS gange Parallelogramm bie igälfte beS SieredS. 

45. SDer Snfjalt beS £)reiedS nrirb burdjj ben 2luSbrud bargefteHt:. 

i l/ (tf + t" + 1'") (t" + t'" - 1') (t'" + 1' - 1") (f + 1" - t'") . 

33 ero. 2Bir fefcen voraus, bafc ber ^nfjalt beS SDreiedS 

burdf) ben 2luSbrud gegeben roirb: j/ p(p — a) (p — d) (p — c) 

= i i (a + b + c)(b + c-a) (c + a — b) (a -h b — c) 

= \ ]/ 2b 2 c 2 + 2c 2 a 2 + 2a 2 b 2 - a 4 - b 4 - c 4 . 

Sie @letdf)artigfeit beS SluSbrudS burdf) bie ©dfjroerlinien unb burefc 
bie ©eiten füljrt baju, baS gegebene mit einem anbern ju üergleid&eii, 
beffen ©eiten gleidf) ober proportional ben ©dfjroerlinien finb. ©n 
foldjeS fann man leidet erhalten. 3ft (gig. 10) ABC baS £)reied, 
AD eine ©$roerlinie, G ber ©df)roerpunft, unb roirb GL = AG ge= 
madjjt, fo ift BGL ein SDreied, beffen ©eiten § ber ©dfjroerlinien ftnb, 
unb beffen 3ul;alt £ beS gegebeneu S)reiedS ift. 2)at)er ift 

i A = i VT • | - 1 • l(t'+t"+t'")(t"4-t'"-t')(t'"+t'-t")(t , H-t"^t"') r 

ober 

a = j y (t' + 1" + tf") (t" + r ~ f) (t" ; + f - o (f + 1" - 1'"> . 
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©inen anbeut 2Beg erhält man, wenn man bie Seiten bur<$ bie 
©djroetünien auSbtflcft, roaS fe^r lei^t ift. Solan Ijat: 
4t' 2 = 2b 2 + 2c 2 -a 2 , 4t" 2 = 2c 2 + 2a 2 -b 2 / 4t''' 2 = 2a 2 + 2b 2 -c 2 , 

alfo ££ = 2 1" 2 + 2 1'" 2 _ t' 2 , -^- b 2 = 2 t'" 2 + 2 t' 2 _ t" 2 , 

lb lb 

-^rC 2 = 2t' 2 + 2t" 2 -t'" 2 . 
lb 

£er Sntjalt wirb aber, toie oben angegeben, burdj eine SBurjel gegeben, 
meiere nur bie Quabrate ber Seiten enthält. SDie 2tu3füfjrung ber 
Sfted&nung fü^rt bann jum SRefultat. 

46. SBenn man in unb um ein ©reieä 2 SDreiede fonftruiert, fo 
bafc je 2 ©eiten biefer neuen SDreiede parallel ftnb, fo ift ba3 gegebene 
£)reiecf ba3 geometrifd&e 3JHttel jroifd)en ben beiben anbern. 

S3em. (gig. 29). (£3 fei ABC baS gegebene SDreied, A'B'C ba3 

eingetriebene, A"B"C" ba3 umfdjriebene SDreied. 2lu3 ben 33e= 

bingungen A'B' II A"B", B'C' II B"C", CA' II C"A" folgt fofort, bafe 

ft$ A'A", B'B", CC" in einem fünfte S fd&neiben. 2)ur<$ biefe 

a3erbiubung3linieu merben bie 3 SDreieäe in 3 %tik geteilt, eä liegt 

baljer nafyt, biefe £eile untereinanber ju Dergleichen, ©eljen mir uns 

junä# SB'C unb SB"C" an f fo finb biefe 2)reiede ä$nlt$. Gefeen 

lt ,ir B'C = a', B"C" = a", fo ift alfo 

SB'C :- SB"C" = a' 2 : a" 2 . 

Unter eutfpred&enber Segnung, CA' = b', CA" = b", A'B' = c', 

A"B" = c" erhalten mir bann : 

SO'A : SC'A" = b' 2 : b" 2 = a' 2 : a" 2 

SA'B' : SA"B" = c' 2 : c" 2 = a' 2 : a" 2 . 

Sejeidbnen mir nun ben 2lbftanb beä fünftes S von B'C mit h', von 

B"C"' mit h", fo ifi SSiered SB'AC, meines ein Seil- 9011 ABC ift, 

gleich ber Summe von 2 2)reieden mit ben Jgöljen h' unb h" — h' unb 

a'h" 
ber gemeinfd^aftli($en ©runblinie a', ber 3n$att alfo -5-. 2Iu3 ber 

Ä$nltd&feit oort SB'C unb SB"C" folgt aber a' : a" - h' : h" , alfo 

a'h" = a"h' = y^'h'.a"h", alfo SB'AC = y SB'C . SB'C" . 

a' 2 A'B'C 

©efcen mir nun -^ = X 2 = A "B"C" ' ^° ^°^ t: 

SB'C = X 2 SB"C", alfo fSB'C . SB"C" = X . SB "C", alfo 
SB'AC = X . SB"C", ebenfo SCBA' = X . SC'A", S A'CB' = X . SA'B", 

unb burefc äbbition ABC = X . A"B"C" = 1 ^P Q „ ■ A"B"0" = 

|/ ABC. A'B'C". 
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Sem. S)ie Sebingungeu führen un£ jur Senu^ung beä SßunfteS 
S unb ber ©leidjjartigfeit ber Serpltniffe ber £eile ber S)reiecfe. 

47. Stimmt man auf ben ©eiten eines ©reiedfö ABC foldje 
fünfte L, L>, M, M lv N, N, an, baß BL =. L,C, OM = M,A, 
AN--=N,B ift, fo finb bie SDreiede LMN unb L^N, etnaiiber 
gleich 

Sem. (gig.30). ©e$t man BL = 1,1X3 = 1,, CM = ra,MA = m,, 
AN = n; NB = n,, fo erhält man burdf) Sünmenbung be£ ©afceS t)om 
3nt)att von SJreieden, menn ABC = A gefe|t wirb: 

BLN = A . n . *"' r , CML= 7 mll 'f , ". , ANM = 

(l + li)(n + n,) ' (m + mOCl + l,)' 

nm, . A rr t ti/txt A 

1 alfo LMN = 



(n -+- nO (m 4- m,) ' (1 4- 10 (m -+- m,) (n + n,) 

• (O+li) (m+mO (n+n,)— lni (m+m,) — ml, (n+n,) — nm! (l-f-lj)} 

— A (llllü + l!!!!!^) 

~ + li)(m + mi)(n + n,)' 

2Bitt manLiMjN, erhalten, fo ift 1 mit 1,, m mit m u n mit n, 
ju t>ertaufd&en. £)abur$ änbert fidf) aber ber SBert nidfjt, baljer 

LMN = L I M 1 N 1 . 

48. %&Ut man von einem fünfte innerhalb eines 35reie<f£ bie 
Sote auf bie ©eiten unb beftimmt bie ißö^en, fo ift bie ©umme ber 
Serpttniffe ber Sote ju ben entfpred&enben Qötyn gleidfj 1. 

Sem. SDaä 35reied fei ABC, bie Sote oom fünfte P auf bie 
©eiten p', p", p'", bie §ö^en h', h", h'", bann foU fein: 

-£- + P-+P--1 
h' h" IT- " 

2ftan t)erbinbe P mit ben @<fen A, B, C, fo entfielen 3 SDreiecfe, 

bie jufammen ben $nplt beS 2)rete<fö geben. S)a bie Sote bie igöljeu 

ber 3)reie<fe finb, fo fann man baburdfj bie Spalte biefer S)reiede leidet 

auäbrüden. 9lac^ gewöhnlicher Sejeidjmung pt man: 

; p'.a-t-p".b-f-p'".c = 2A. 

9Jian wirb ^icr alfo bttt$.2A bioibieren unb erhält 

P'-^ + P"-2^ + P'"-Ä = 1 ° ber 



h' h" h' 

Sem. 35er $unft fann natürlich auä) aufcerptb beä 2)reicf£ liegen, 
in biefem gatte muffen bie Sote negatio genommen werben, roelcbe in 
bem entgegengefe|ten §lää)enteit afe ba$ 3)reied liegen, menn ber ©a$ 
nod& gelten fott. — 2ftan fielet uodf) leidet ein, bafc tyierauä nodj) folgt: 
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hr + pr + pr.-p aud; 

1.11 1 



h' h" T h"' "~ p M 

49* SBertn mau in einem 2)reieä ABC bie ©djmerlinie AA t)ou 
ber gäe A jiefjt, biefelbe um fid& felbft bis A' Derlängert, ferner bie 
2Biufell)albierung3ltnic au berfetbeu ©Je beftimmt, met$e BÖ in D 
treffe, fo §at jeber Sßunft ber ©eraben A'D bie @igenfd[)aft, baß, mnn 
man bur$ if)n bie parallelen ju AB unb AG jiefit, bie ©tücfe berfetben 
innerhalb ber SBinfelräume von B unb einauber gleidj finb. 

Sem. (gig. 31). Qnbem mir bie SJebingungen aufftetten, merben 
mir fofort bie Folgerungen jietjen A'B II AC, A'C II AB, ferner BD : DC 
= AB : AC. 

©3 fei nun P ein 5ßunft wm A'D, unb PXY II AC, PÜV II AB, 
mo X, Y, U, V bie ©dmittpunfte ber betreffeubeu (Seraben mit BC, 
AB, bej. BC, AC finb. 3unä$fl ift ju folgern: PY II A'B, PV II A'C. 
Ste^t man alfo no$ DE II AC, DP II AB, fo tjat man 2 Srapeje 
DEBA', DFCA' mit 2 parallelen 51t ben parallelen Seiten. 
2)ieS giebt BY : BE = AP : AD = CY : CF; 
bann au* BY:BE = XY:DE; CV:CF = UV:FD, 
alfo folgt aus Betben ©leidjungen XY : DE = ÜY : FD. 
(Eine anbere ©geufd&aft beä fünftes D ift aber auty, baß DE = DF 
ift, eine 6igenfd)aft, bie fi$ leidet au§ gleiten SBinfeln ableiten läßt, 
unb auf bie ba^er tyier aufmerffam gemalt mitb. 2)arau£ folgt 
XY = UV. 

föS ift mof)l hi#t nötig ^injujufügen, baß ber $unft P audb inner= 
Ijalb beä 3)reiecf3 angenommen merben barf. 

50. 9ftau Ijabe 2 Sreife mit ben SRittelpunften A unb C, bie fid) 
in B von außen unb eine ©erabe tu ben fünften D unb E berühren; 
jie^t mau ^)ier burd; B eine beliebige ©efante, meldje bie Äreife sunt 
groeiten 3Me in F unb G fd&neibet, fo merben fi$ FD unb GE in 
H rcd)tnrinflig fd&nciben, unb HB ift red&troinflig ju FG. 

33 em. (gig. 32). £)ie gigur ift na* ben Sebingungeu be3 ©afceä 
beftimmt; bann ift bie erfte golgerumj, baß ABC eine ©erabe ift unb 
ADJLDE, ebenfo CE1DE, älfo ADEC ein Srapej. daraus 
machen mir fofort. bie Folgerung, baß bie Summe ber SBinfel bei 
Ä unb C 2 Sftcd&te beträgt. Sßir merben ju biefer Folgerung f*on ba= 
bur* geführt, baß eä (Sentriminfel finb. 2>ie baju gehörigen $ßeripljerie= 
min!el finb F(BD) unb G(BE); ba fie jufammen einen 3ted)ten be= 
tragen, fo folgt fofort H(FG) =1R. . © ift bie grage, ob mir 
l;ierau3 eine Folgerung mad^eu ober ob mir btreft an bie SJebiugungen 
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anfuüpfen. 9ftau wirb balb erlernten, bafi e3 gut ift, erft eine gotgcrung 
)u madfjen; eine foldje erhalten wir bimfe (Sinfüljrung be3 SJlittclpunfteS M 
t)on FG; eS ift MF = MH = MG unb M(GH) = 2 . F(ÜH), alfo 
M(GH) = A(DB). »u3 ber Berührung folgt nocb FB:BG = r: P , 
xotnn r unb p bie Statten ber Ärcife finb, alfo MB : MH = r — p : r + p. 
(Sin 2)reied mit r — p unb r -+- p erhalten mir, wenn wir von C ba£ 
£ot CK auf AD fällen. 2)a nun ACK unb MBH in einem SBtnfet 
unb bem 33erl)ältni3 ber einfd^Iiefeenben Seiten übereinftimmen, fo finb 
fie äl)\\li$, alfo B(MH) = K(AC) = 1 R. 



C. dritte ©tufe. 

23emifcuttg aller möglirfjen Hilfsmittel, ber trigonometrtfrfjen gfunlttotten, 
ber l)armonifd)ett unb ^roieftibifrfjeu ©e&ilbe. 2)arftellung bon sufammen* 

tjängenben gtgenfrfjaften bon Qfiguren. 

SBorbemerfung. Sie trigonometrifd)en Munitionen bienen vox= 
jugäroeife jur Seredjmung von Sängen, inbireft tonnen fie inbeffen audj 
jttr Seftitnmung ber Sage von fünften unb ©eraben benufct werben. 
3Me nrid^tigfte Slnroeubung ^armonifdjer ©ebilbe erhält man, roenu man 
einen Sßunft mit 4 Ijarmonifd&eu fünften üerbinbet, rooburdf) man ljar= 
montfdfje Strahlen erhalt, bann aber biefe ©trafen nrieber burdf) eine 
£rau3t)erfale fd&neibet. S)er Äeropunft ber Seroeife beruht in Dielen 
ptteu barauf, jene fünfte unb jene £rau£t)erfale rid&tig ju mahlen. 
Sßrojeftttrifdfje gigenfdfjaften (fottineare SDrciecfe, Äegetfd^nttte) werben vor? 
jugSroeife im Stnfjang jur SBerroenbung fommen. 

51. grflärung einiger begriffe. 2)enft man fid& in einem S)reied 
eine 6dtrau3t)erfale gejeidjnet unb beu SBiufel, melden fie mit ber einen ber 
beiben ©eitert bitbet, au ber anbern angetragen, fo erhält mau au biefer @de 
eine neue @dtran£t)erfale, mel^e bie SßinfelgegentranSoerfale — fürjer 
axiü) ©egentranäoerfate — ber anbern Reifet giefjt man alfo an ber @de A 
eine £ran3üerfale v, fo bafe (c, v) = 9 ift, unb ift eine £ran£oerfale w 
burdf) A fo befdfjaffen, bafe (w, b) = 9 ifi, fo Reifet w bie ©egeutrau£= 
rerfate dou v, natürlich anä) umgefe^rt. 

©d&neiben ftdj) 3 ©dtranSoerfalen in einem fünfte, fo auä) bie 
©egentrauSoerfaten. ©inb V unb W bie beiben ©$uittpunfte, fo roerbeu 
biefelben als Sßinfetgegenpunfte — fü^er au$ ©egenpunfte — beseitetet. 

Stallt mau fiel) ferner ju allen fünften einer Äuroe bie SBinfel-- 
gegeupunfte beftimmt, fo erfjält man eine neue Äuroe. 2Jtau bejeidjjnet 
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bie beiben als fturoen, bie burd; ifogouale SBerwaubtfcljaft (-fteuberg) t>er= 
buubeu finb. 

Seftimmt ntau ben ©dfjnittpunft einer @<ftranSt>erfale mit bereu 
©egenfeite, tragt baS ©tüd von biefem Sßunfte big ju einer antiegenbeu 
@äe t)erfef)rt auf, woburd& man einen jweiten Sßunft auf ber betreffenben 
Seite erfjält, üerbtnbet enblid) biefen Sßunft mit ber erfien @<fe, fo wirb 
biefe (SätranSüerfale als ©eitengegentrauSoerfale bejei$net. ©inb j. 35. 
P unb Q fünfte auf BO, fo ba& BP = QC ift, fo finb AP unb AQ 
©eitengegentrauSoerfateu. 

©$ueiben ftd& 3 (SätrauSoerfalen in einem fünfte, fo aud) bie 
©eitengegentranSüerfalen. 2>te entfpredjenben Vßnnttt Ijei&en ©eitengegen= 
punfte beS 2)reieäS. 

SSeftimmt man ju allen fünften einer fiuroe bie ©eiteugegenpunfte, 
fo erhält man eine neue Äuroe, bie mit ber erfien bur$ ifotomifdje 
33erwanbtfdf)aft (Sfteuberg) üerbunben ift. 

33em. 1. £)ie Ableitung ber poneinanber abhängigen @igenfd(jaften 
uou ©eitengegeutrauSoerfaleu unb ©ettengegeupunften ifl fpnt^etifcfy 
fernerer ju beljanbelu, als bie twu 2BinfelgegentranSt>erfateu unb 9Binfel- 
gegenpunf ten , weil bie Senufcuug von gleichen nid&tanftofcenbeu Sängen 
weniger einfach ift als bie von Sßinfeln. 

2)ie SßinfelgegeutrauSoerfalen ber ©d&werliuien tyeifeen ©pmmebianen 
ober ©egenmittellinien. 2)er ©dfjnittpuuft ber ©pmmebianen Reifet Sßunft 
üou ©rebe ober Semoine, and) ©pmmebianpunft. SDa befonberS Semoine 
Diele fid) auf biefen Sßunft bejieljenbe (Sigenfdjaften abgeleitet fjat, fo ift 
bie SSejeic&nuug Sßunft von Semoine ju empfehlen. 

Sern. 2. Sei ben SJeweifen fott twrjugSroeife nur barauf aufmerfc 
fam gemalt werben, wie bie Sebingungen eingeführt ober benufct werben; 
im übrigen aber foffeu fie nur furj angegeben werben. 

a) SSereinjelte ©äfce. 

52. 3>ie 33erbinbungSlinieu ber ©den eines 5)reiedS mit ben 33e- 
rüljrungSpunften beS SnfreifeS fdjweibeu ftdj) in einem fünfte. (Sßunft 
von ©ergoune.) 

£er ©a§ wirb aufgeteilt als SSeifpiel bafür, bafc es unter Um= 
ftäuben vorteilhafter ift, einen ©afc als ©p'ecialfall eines allgemeinen 
anjufeljen. £)ie SSejei^nuug fei bie allgemeine (gig. 19). @S foHen 
fid) alfo AO a , BO b , CO c in einem fünfte fd&ueiben. S5ie fünfte 
O a , O b , O c föunen wir burd) bie SBebingungen O b A = AO c , O c B = 
BO a/ O ft C = COb beftimmeu. Snbeffen ifl für ben ©cfmittpunft J von 
2 £ranSt>erfalen }. 33. BO b , CO c feine einfache Folgerung ju gießen. 
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dagegen ergiebt fid) bic 9ii(^tigfeit leid&t aus bcnt allgemeinen ©afc beS 

§eoa. 6S ift f)ier 

JB(\ CO b AO c 

o a c * ~ö^r \ ö c b 

ba O b A = AO c 2C. ift. 

2)ie 2luSbe^nung biefeS ©afceS auf bie 33erityrungSpunfte fämtlid^cr 
SBerüljrungSfreife ift felbftoerftänblicb. 

53. Sie SBerbinbnugSÜnien ber ©den eines 2)reie<fS mit ben 33c- 
rüfjrungSpunften ber jugefjörigen SCnfretfe fc^neiben fu$ in einem fünfte. 
SDer,9Jiittcfpituft beS ^nfreifeS, ber ©dw.ecpunft unb biefer Sßnnft liegen 
in einer ©eraben. 

3)cr Seroeis ift ebenfalls eine Folgerung aus bem ©afce von ©eoa. 
S)a nämlich BO a = O a 'C, OO b = O b 'A, Aü c = O c 'ß (gig. 19) ift, 
fo ift ebenfalls baS £rtpelperl)QltniS biefer fünfte in 33ejug auf baS 
Srcted glei$ 1. 

SBtr motten hieran nod) einige SSemerfuugen fnüpfen. SDer f)ier= 
burdf) beftimmte ©clmittpunft K mirb geroöljnlicl) als ber 9tagelfdf)e be- 
äeidfjnet. ©erfelbe ift offenbar ber ©eiteugegenpunft beS oor^er angc= 
gebenen fünftes J, melier erhalten mirb, roenn mau bie ©(Jeu mit 
ben SBerüljrungSpunften be*S SnfeeifeS üerbinbet. 

aSerbiubet man ferner O a ' mit A, O, O a/ O' (O a ber ©d&nittpunft 
ber SBinfelljafbierungSliuien mit ber ©egen feite), fo erhält mau 4 ljar= 
monifd^e ©trafen, ba AO a iuxö) 00' l)armonifä) geteilt mirb. #iel;t 
man alfo 00 a , meines parallel jum ©traljle 0'0' a ift, fo mufe baS 
StüÜ jwifdfren ben ©trafen O a 'O a unb O a 'A burdf) ben ©traljl O a '0 
halbiert roerben. gji alfo N ber ©clmittpunft von O a O mit AO ft ', fo 
ifi O a O = ON; ba nun au$ O a M a = M a O ft ' ift, fo ift 0M ft II AO a '. 
SBir ftnben fomit: 

2)ie SerbinbungSlinie einer @de mit bem Serü^rungSpunfte beS jur Gde 
gehörigen SlnfreifeS auf ber ©egenfeite ift parallel ber SßerbinbungSlinie 
beS 3JttttelpunfteS beS $>[nfrcifeS mit bem 2ftittetpuufte ber ©egenfeite. 

2Jtan mirb ebenfo beroeifen fönnen, ba£ 0'M a II AO a ift. 

@ine aubere Folgerung läftt ft$ aber uo$ machen. @S ift 2)retecf 
M a M b M co ABO, au6) in äl)nli$er Sage, ba^er Rnb AK, BK, CK 
unb M a 0, M b 0, M c entfpred&enbe fiinien; baljer O unb K in biefen 
2>reieden entfprec^enbe, b. %. ä^ulid^ gelegene fünfte; es mufc alfo KO 
bur$ ben ©dfjroerpunft geljen unb KO bur$ biefen $unft natf) bem 
3Ser^ättniS 2 : 1 geteilt werben. 

54. gäfft man von 2 ©den eines 2)reiedS bie &>te auf bie 
Halbierungslinie beS SBinfelS an ber brüten ©de, fo mirb biefelbe burd^ 
bie gufcpunfte t)armonif$ geteilt. 
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SBeit). (gig. 33). £a3 SDrcied fei ABC, AE bie fcolbtcrung*. 
linie be3 SBinfetS A, bie gußpunfte ber Sote von B unb auf AE feien 
V unb W; bann fott bettriefen werben, baß AE burdf) VW ^armonifd; 
geteilt wirb, iparmonifdje fünfte fudfjen wir wefentli$ auf f)armonifd)ett 
©trafen. 63 fomtnt barauf an, bie SBebingungen für V unb W -ju 
benufceu, baljer warben wir BV unb GW als 2 Strahlen anfeilen, 
weld&e natürlich SßaraMftraljlett finb. Sßir jie^en ba^er bureb A uub 
E bie parallelen ju BV unb CW uub fragen, ob auf biefen *$& 
rattelen ein ©t)fiem fjarmonifdber fünfte ift. 9hm ift baä Sot burdf) A 
bie äußere 2Binfetyalbieruttg3litiie, wetdfje mit ber innern unb ben Seiten 
ein ©pfiem l>armonifdf>er ©trauten bilbet. ©dfjneibet alfo bie äußere 
SßinfetyalbierungSlinie bie Seite BO in F, fo wirb BC bur$ EP 
f)amtonif$ geteilt. S)a alfo jene ©trafen burdj) biefe fünfte ^armonifcb 
geteilt werben, fo wirb aud) jebe £ran£t)erfate, wie j. 33. AE bur$ VW 
Ijarmonifd) geteilt. 

35aß ber ©afc auf bie äußere 2Bmfelf)albierungätmie ausgebest 
werben- fann, ift felbffeerftänbli$. 

55. Seftimmt man gu einem ©reied ABO ba£ Sftittenbreied 
A B Co/ betnu ben inbefd^riebenen Ärete biefe3 2)reiedä, ber bie ©eiten 
beSfelbeu in A'B'C berührt, bann finb bie SDreiede ABC unb ABC 
fottiuear; ba3 Äollineationäcentrum ift ber Stagetfdjje Sßunft von ABC, 
uub bie äJerbinbungSlinie beäfetb'en mit bem ©d()werpuntt be3 SDreiedS 
ift feufred)t jur Äottineation3adf)fe. 

»ew. (gig. 34). @3 ift A ber $ol von B'C in S3ejug auf 
ben 3nfrei3 von ABC. ©d&neibet alfo B'C bie ©erabe BC in P, 
fo getyt bie polare von P burd^ A . ßietjt man no$ bie ©d&werlinie 
AA , weldje B'C in P' fd&neiben mag, fo wirb B'C burd& PF $au 
monifd^ geteilt, ba A (B C P'P) l;armonifd& ifi; e3 get)t folglidfc 
bie polare ron P burd) P', alfo ift A A bie Sßolare twn P; ift 
bann Q ber ©d&nittpunft von AC mit A'C, R ber ©d&nittpuiift 
von AB mit A'B', fo finb au$ BB uub CC bie polaren t)on Q unb 
R. £)a fici) AA , BB , CC im ©d&werpunfte S oon ABC f$neiben, 
fo liegen P, Q, R in einer ©eraben, ber polare von 8 in Sejug auf 
ben UmfreiS t>on ABC. 3ft nod& A" ber SeriUjrungSpunft be3 Sfo* 
fretfeS t>on A B C für bie ©de A , fo ift A A" (I AA', weil B A' = 
A"C , alfo AB A' ^ A C A" ift S)a A A" burdf) ben 9tagelf$en 
$unft Don A°B°C° gef)t, fo alfo AA' bur$ ben 9tagelf$en gJunft T 
Don ABC, unb T ift alfo baä ßottineatiöngcentrum dou ABC uub 
A'B'C. 2>ie ÄoUineationaadjjfe ift bie polare von S in SBejug 
auf bem UmfreiS von A'B'C; ift fomit O ber SJUttelpunft beS 



1 
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Ärctfc«, fo ift Oß J. PQR. gft aber O ber SJiittelpunft be3 gnfceife* 
von ABC, fo liegen O SO tn einer ©eraben, auf ber aud; T liegt 
(3lr. 53), e3 ift alfo TS JL PQR. 

Sern. S)er ©djroerpunft wirb jum $eil burdj bie Sättigung ein- 
geführt, bafe A (B C SB) ein $armonifd&e3 ©trat)lenbüfd&el ift. 2Ba3 
TS betrifft, fo ift e3 mefenttid), bafc uod) beriefen wirb, bafe biefe ©erabe 
burd) O gefjt. 

56. SBeun mau von 2 Vßnnltm A unb B bie polaren in 33ejug 
auf beu Ärete O nimmt unb üou jebem fünfte bie Sote auf bie Sßolare 
beS auberu fünftes fällt, fo »erhalten ftd) biefe n)ie bie (Entfernungen 
ber betreffenben fünfte com 2)üttelpunfte. 

Sero, (gig. 35). G unb E feien bie reciprofeu fünfte üou 
A unb B (b. f). bie ©dmittpunfte ber jugeljörigen SDurdjmeffer unb 
polaren), OB fdjneibe bie polare a von A in F, OA bie po- 
lare b oon B tn D. @3 ift OE . OB = OG.OA ober OE:OA 
= OG:OB. SDieS giebt bie Folgerung B(EG) - A(EG). 35a 

itodj D(AE) = F(GB), fo ift GFB ~ EDA, alfo -g- = ^g-; 

•pip OG OB 

aber -wrr = -Typr = "qT"- 8Utö ben ätyulidjeu 35reie<feu APD unb 

BQF, wo P unb Q bie gufcpuufte. ber ßote von A unb B auf b 
unb a finb, folgt BQ:AP = BF: AD; e3 folgt alfo BQ-.AP = 
OB:OA. 

Sem. S)ie reciprofeu fünfte beftimmen bie polaren, ferner in 
SBerbinbuug mit ben gegebenen fünften ÄreiStrierecfe. 3)ie SBenufcung 
berfelben fütyrt jum $iele. 

57. @£ feien in ber ©bene eine3 ÄreifeS 2 parallele ©erabe L unb N 

gegeben; burd) einen beliebigen Sßuuft P auf ber einen jiefjt man 2 %an= 

genten an ben ÄreiS, meiere auf ber anbern ein Segment AB beftimmen. 

2Jtau foll betoeifen, bafe bie 33erbinbung3linie von P mit bem 9Jtittel= 

punft M üou AB ftets bmü) beufelbeu Sßunft get)t, roie man aud) P 
ücränbert. 

S3em. (gig. 36). @3 liege P auf L, bann ift AB eine ©trede 
auf N. PA, PB, PAI, L finb 4 Ijarmonifd&e ©trafen, fomit PM 
unb L 2 fonjugierte ©trafen tn Sejug auf beu ÄreiS, batyer gefjt PM 
burd) ben 5ßol Q von L, b. f). burd) einen fejten Sßunft. 

Sern. Sie »ebingung für M aU SWittelpunft unb L II N wirb 
burd) bie Ijarmonifdjen Strahlen beuufct; ber fefte Sßunft toirb bur<$ bie 
gegebenen ©ebilbe ju beftimmen gefugt. 



öS. (Sin Ärei3fed)$e<f mit ben aufeinanberfolgenben ©eiten a, c', b, 
a', c, b' l)abe bic igauptbiagonalen e, f, g, bann gilt bie ©leidmng: 

efg = aa'e ■+■ bb'f -+- cc'g + abc -+- a'b'c'. 

S3en>. (gig. 37). Sentit bet ©afc biefe ftjmmetrifd&e ©eftalt er= 
fjalten fann, mufc au$ bie 33qeidmung ftimmetrifdj fein; e3 ift §ier- 
nadj e bie SSerbinbung von bc' unb b'c, f bie t>on ca' unb c'a, g 
bie t>on ab' unb a r b. — £afe nun ber ©afc be3 SßtolemäuS anjuroenben 
iji, bürfte embent fein. 2Bir werben alfo ben 2tu3bruä re$t3 jerlegen 
unb je 2 ©lieber betrauten, bie einen $aftor gemein fiaben; foldjc 
finb cc'g unb abc, foroie bb'f unb a'b'c'. 3nbem mir no$ bic 
diagonalen ac' — a'b mit u, ab' — bc' mit x, bc' — a'c mit y, a'c — ab' 
mit z bejei$nen, finben mir juuäd&ft: 

c'g -+- ab = ux, 

bf -+- a'c' = uy; 

man mirb ernennen, ba£ man fold&e SSierede nimmt, bie einen gemein- 

famen gaftor (§ier u) geben, ben man in ber Summe ^erauSjiefjen fann. 

Sie obigen (Steigungen geben: 

cc'g -f- abc + bb'f -f- a'b'c' = u (ex + b'y). 

@3 ifi ferner ex + b'y = ez, alfo 

cc'g •+■ bb'f + abc ■+■ a'b'c' = euz; 
bann fg = uz -f- aa', alfo 
efg = euz + eaa' = aa'e 4- bb'f + cc'g -+- abc 4- a'b'c'. 

59. SBenn man in einem 2)reieä bie gufrpunfte von 2 2Binfcl= 
Halbierungslinien üerbinbet unb von einem beliebigen fünfte ber er= 
^altenen ©eraben bie Sote auf bie Seiten fällt, fo ift immer ein £ot 
fo groß als bie ©umme ber beiben anbern. 

»em. ©ig. 38). @3 feien im ©reieef ABC bie ©eraben BE 
unb OF 2 äBinfetyatbierungen, unb EF fd&neibe BO in D. Sft bann 
P ein beliebiger Sßuntt biefer ©eraben EF, unb PP a , PP b , PP C bie 
Sote Don P auf bie ©eiten beä 2)reie<f3 ABO, bann foll fein: 

PP a + PP b + PP « 0. 

SBenn mir uon E ba3 £ot EE ft auf BC unb ba3 ßot EE C auf 
AB fällen, bann ergiebt fidj: 

PP ft : EE ft « DP : DE, 
PP C :EE C = FP:FE; 

mir fällen ebenfo bie ßote von F auf BC unb AC, nämlid) FF R unb 
FF b unb finben: 

PP b : FF b « EP : EF, 

EE -FF.= DE:DF. 
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SBBir Wimen mm PP«, PP b , PP C burd) bie Sote von E unb F au&= 

brüäen: 

DP FP 

pp = x/ * EE PP = EE 

EP 
PPk = — — FFk 

9lun ift aber EE C = EE a unb bie lefcte Proportion brüät FF a/ rodfyiä 
fo t)iel al3 FF b ift, bur$ EE a au§, baburd) fönneu wir alle Sote burdj 
EE a auäbrücfcn, alfo 

Dp Ulr -p-p pp -^ •*• "C»Tjl 

T-fc-r» El t-iT-i EP DF -n-r-i 

PP K = pF = EE * 

b EF EF " DE M 

e3 ift alfo 

PP a ± PP b ± PP C = E p^ p {DP . EF±EP . DF + FP . DE j. 

£>er 2lu3brucf in ber Älammer ift aber bei richtiger 3ei$enbefHntmung 0. 
3ft j. 8. bie Reihenfolge DPFE, fo ift 

PE . DF = DP . FE 4- PF . DE. 
SERit (Sinfütjrung ber geidjenreget mürbe bie Relation ganj allgemein 
fjeifeen: 

PD . EF + PE . FD + PF . DE = O. 
©ief)t man ferner bie Sote als pofttit) an, wenn fte auf bemfelben 
ebenenteil als ba§ 2)reie<f liegen, negativ im anbern galle, fo mürbe 
§ier bie Relation ganj allgemein lauten: 

PP a = PP b + PP c . 

5)afe in biefem gatte bie ©eite a einen befoubern SSorjug geniefct, liegt 
baran, bafc bie 2Binfetyatbierung3linien von ben ©nbpunften B unb C 
ber ©eite a ausgeben, roorauS nod) folgt, bafe ber Sßunft D auf ©eite 
BC erhalten mirb burdj bie Halbierungslinie beS SlufjenminfelS ber 
gefe A. 

Wlan mirb bemerfen, bafe man f)ier aud) ©erabe erhalten fann, 
für roeldbe bie Relationen gelten: 

PP b ^=PP c + PP a , 
PP C = PP a + PP b . 
SBürbe man enblid) f ämtliebe Sbtffcnroinfel halbieren, fo mürben bie 
©dmittpunfte biefer Halbierungslinien mit ben ©egenfeiten auf einer 
©eraben liegen ; für jeben $untt biefer ©eraben hättt man bie Relation 
PP fl + PP b + PP C = 0. 

Sem. 35ie Sebingungen für bie Sßunfte E unb F finb eingeführt 
burd; EE a = EE C , FF a = FF b . - 
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60. halbiert man in einem &reiecf bie innem unb äufcern 35reiecfö= 
roinfel, fo werben auf ben ©egenfeiten burd& bie^infell)albierungSlimen 
folebe ©tücfe E a , E b , E c abgef Quitten , für meldte mit Serücffid&tiguug 
ber Setdjjenregel bie Delation gilt: 

1,1 1 A " 

ET? *^ T? * 

R Jü b Jbi c 

33ero. ©oll bie 3eid(jenrcgel berüdfid^tigt werben, fo muffen bie 
©tücfe anf ben Seiten biejenigen ßäfytn tyaben, roelc&e übereinftimmen 
mit ben Stiftungen, naä) melden ber Umfang beS 2)reie<fS fon= 
tinuierltdf) burd;taufen tmrb, alfo j. 93. mit ben Stiftungen AB, BC, CA. 
SBerücffidjtigen mir nun, bafc bie Halbierungslinien ber SreieäSroinfel, 
fomoljl ber innem als ber äußern bie ©egenfeiten nad) bem 3Serf)ältniS 
ber inliegenben Seiten teilen, bann gtebt eine einfache 33ere<$nuug: 

F — 2a ^ c t? __ 2abc ^ _ 2abc 
** - b 2 - c 2 ' b "" c 2 - a 2 ' c ~ a 2 - b 2 ' 

SMefer ©afc jeigt, wie bie ©ä|e fidfj burd) ©infüljrung ber 3eid;en= 
rcgel eleganter unb fürjer barftetten laffen. 

2Jtau bemerfe noeb bie ©ä|e: 
a 2 b 2 , c 2 ~ 

E' T? 1? > 

a b c __ (a — b) (b — c) (e — a) 

ET + W + E7 ~" 2~äbc " ' 

61. äBenu man burdfj ben ©dfjroerpunft S eine§ SDrciedS eine 
XranSüerfale legt, meldte bie Seiten eines SDreiedS in ben fünften 
U, V, W .fdjneibet, fo finbet mit 39erü<ffidf)tigung ber 3ei$enregel bie 
Delation jiatt: 

1 l + ^ = o. 



SU SV sw 

Seit), (gig. 39). 3« bet ©letdjung fteeft bie ShiSfage, bafe eine 
Sänge baS entgegengefefcte &ti$>in bet anbern fabelt muß, roaS aus bet 
SCnfidjt bet #igut übrigens fofott etfidjttidj ifi. 3ft SW biefe Sänge, 
fo §ätte man: 

+ -75=- obet -wä- = -htt- + 



sw ~.sd sy v ws su sv 

3Mefe ©leidjung erinnert au eine fiatmonifdje Delation. Seftimmt 
man nämlid) Z fo, bafj 2 WS = SZ wirb, fo J&ätte man: 

2 11 



SZ. SU SV 
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b. §. UV würbe bur$ S unb Z $armomf$ geteilt. 2)ie3 fütyrt im* 
auf beit ©ebanfen, btcfc Ijarmonifdje Sftclation ju beroeifen, ober alfo 
bicfc Delation auä einem entfpredfjenben l)armomf<$eu ©ebilbe abzuleiten. 
Sßir erhalten nun 4 l)armomfd()e Sßunfte, von beneu einer S ift, wenn 
nrir bie ©dfjroerliuie AA um fiefc felbft bis D verlängern; e3 mirb 
bann AA bur$ SD Ijarmonifd) geteilt. SSerbinben mir baljer 
einen Sßunft mit biefen Sßunften, fo erhalten mir 4 l)armonif$e 
Strahlen; als fold&er 5ßuuft empfiehlt ftd) j. 8. V, ba mir ba= 
burdf) bie gegebenen ©eraben jum £eil erhalten; e8 ift alfo V(AA SD) 
tyarmonifdji; bieS SBüfd^el laffen mir burdfj BC fdjmeiben; ifi X 
ber ©d&nittpunft t>on VD mit BC, fo mirb A burd) UX 
tjarmomfd) geteilt, unb menu DC bie £ran3oerfale SU in Z fdfjneibet, 
fo mirb VU burdfj SZ tyarmonifdjj geteilt, gerner ift WAScoZDS, 
mit bem ät^ilid^f cit^oer^ättni^ i, alfo WS = £ SZ, morauS ber 
©<*£ folgt. 

62. SBenn man 2 Greife Ijat, bie ftd& ui$t fd&nctben, alfo emÄreiS* 
büfdjel mit 2 ©renjpunften beftimmen, eine Tangente an ben einen 
Ärete jie^t, bie ben anbem Ärei§ fd^neibet, unb einen ber ©renjpunfte 
mit bem Serü^rungSpunft ber Tangente an bem einem Äreife unb ben 
©cfmittpunften biefer Sinie mit bem anbern Äreife aerbinbet, fo mirb 
ber SBtnfel, ben bie legten ©eraben bilben, burdj) bie erfte 33erbinbungs= 
linie halbiert. 

SBem. (gig. 40). 6§ feien C unb D bie beiben Greife, metdbe 
S aU einen ©renjpunft ijabeu, eine ©efante fdfjneibe in E unb 
F, berühre ßretö D in B unb fdjneibe bie Sßotenjlinie ber Greife in X. 
Samt ift XB 2 = XE . XF unb ber mit XB auä X gefd&lagene ßreiS 
gef)t burd^ S; berfelbe möge ferner bie ©efante' nodj) in G- fdfmetben, 
bann folgt a\ß XB 2 = XE.XF, bafe EF burd& B unb G ^armonifd^ 
geteilt mirb. & ift alfo S(EFBG) ein f)armomfd()e3 SBüfd&el. S)a 
S(BG) = 1 R ift, fo muffen bie ©traljlen SB unb SG bie SBinfel 
ber ©trafen SE unb SF halbieren. 

Sem. SDie £auptfad;e ift i)ier bie Senufcung be$ SßunfteS X unb 
bie Folgerung, bafe XB = XS ift, rooburdj) bie Sebingung für S ein= 
geführt mirb. 

63. SßaScalfd&er ©afc. SDie S5urcl)fd(mitt8punfte von je 2 gegen* 
überliegenben Seiten eines ©e$3e<fe§, ba$ einem ßreife eingefd^rieben 
ifi, liegen in einer ©eraben. 

33 em. (gig. 41). 63 fei ABCDEF ba$ ©ed&3e<f im Äreife, 
fo bafe AB unb DE ein ©egenfeitenpaar mit bem ©d^nittpunft P, 
BC, EF ein jmeiteä Sßaar mit bem ©d&mttpunft R, unb CD, FA 
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bo3 britte Sßaar mit bem ©djmittpunft R ifi; man foH bemetfen, bafc 
bie 3 fünfte P, Q, R in einer ©eraben liegen. 2)a ber ©afc von einem 
gonj millfürttd&en ©ed&3e<f Ijanbelt, fo werben mir uns auf einen 
allgemeinen ©a$ ju [tilgen fud^en, ber von 3 fünften einer ©eraben 
f>anbelt, ein foldjjer ©a| ifl ber ©afc beä SDtenelauS. 2Bir merben 
ba^er ein S)reied fudjjen, auf beffen Seiten bie Sßunfte P, Q, R liegen. 
(Bin fold&eS erhalten mir in ben ©eiten be3 ©edj)8e<fö. Um möglid&fi 
fpmmetrifdf) ju t)erfa^ren, merben mir von ben 6 ©eiten be3 ©ed&3eä3 
3 ausmalen, fo bafe immer je eine Seite auSgelaffen mirb. 3ft alfo 
N ber ©dfmtttpunft t)on AB unb CD, L ber oon OD unb EF, M 
ber von EF unb AB, fo erhalten mir ba3 SDreied LMN, baä mir 
nun von ben anbern ©eiten be3 ©ed()§e<fö fdjmeihen laffen. 2)ieS giebt: 

MP ND LE 



00 



PN DL 
MA NQ 

AN ' QL 
MB NO 



EM - 


-1, 


LF 

FM ~ 


-1, 


LR 

RM ~~ 


-1/ 


LF 


MB 



BN OL 

barau8 burdj) SWultiplif ation : 

MP ND LE MA NQ LF MB NC LR _ 
(P) PN * DL * EM ' AN " QL ' FM * BN ' CL " RM ~ L 
2Bir muffen nun berücffttytigen , bajs A, B, 0, D, E, F auf einem 
Greife liegen; bieS giebt: 

LE . LF = LD . LC, 
(7) MF . ME = MA . MB, 
NB. NA =NC .ND. 
3)aburd^ getyt bie Relation (ß) über in: 

MP NQ LR_ 
w PN ' QL ' RM ~~ h 
morau8 folgt, bafc P, Q, R in einer ©eraben liegen. 

Sem. 1. ®ie Relation (8) mürbe fidf) audf) ergeben, menn nid&t bie 
einjelnen Delationen (7) gelten, fonbern eine fold&e, meldte ba3 Sßrobuft 
ber 3 märe. 2)arau$ läßt ftc|> fd&Üefcen, bafe ber ©afc in einer aflge* 
meinern %oxxn gültig fein mufe. @3 läfet ftdf) in ber 3Cf)at jeigen, bafj 
ber ©afc für jebeS ©ecljgeä gilt, beffen (Sdfen auf einem Äegel- 
fd^nitte liegen. 

Sem. 2. 3)ie Reihenfolge ber @cfen be3 ©ed&8ecf3 barf nidjjt nur bie 
fein, mie jte burdj) bie Slufeinanberfolge auf ber Sßertpljerie angegeben 
mirb. Man tann eine ganj miHfürlid^e Reihenfolge mahlen, ber ©afc, 
mie audfj ber »emeiä bleibt für alle ftälle befielen. SWan erhält ba^ 
bur$ 60 ©e<$8e<fe, fo bafc 60 fold&er Sinien tmrljanben ftnb, auf benen bie 

2B. ^u^rtnann, @9ttt$ettf<$e Setoeife. 5 
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©dfmittpunfte ber ©egenfeiten liegen. SMefe Sinten tieifeen $a$calfdfje 
Sinien. SDiefelben fielen wieber in mancher merfroürbigen SSerbinbung, 
auf bie tyier nityt weiter eingegangen werben fann, ba fie für ftdfj ein 
befonbereS Kapitel in 2tnfpru$ nehmen würben. 

33 em. 3. SDer ©a$ würbe befonberS anä) gelten für ein ©e$£ed, 

beffen ©den auf 2 ©eraben liegen, wobei man etwa bie geraben ©den 

auf ber einen, bie ungeraben @den auf ber anberit annimmt. S>er 
33ewei3 ifi bem vorigen analog. 

64. SDer ©a^ von 33riandfjon. 2)te §auptbiagonalen eine£ 
©edbäfeitö, baä einem Äretfe umfdbriebeu ifi, fdfmciben ftcf) in einem fünfte. 

93 ew. Site §auptbiagonaten werben bie 33erbinbung3ltmen von 
folgen ©den bejeidfjneC $wifd;en beneit 2 anbere ©den liegen, rotnn 
man eine befiimmte Speisenfolge feftfjält. 33ejei$net man bie Gtätn mit 
1, 2, 3, 4, 5, 6, fo finb alfo bie 33erbinbung3linien 14, 25, 36 bie 
^auptbiagonalen. 

®te gorm be3 ©afceS ftellt i^n fcJjon al£ einen reciprofen be£ 
Sßa8calfd()en ©afce3 bar, e3 ift alfo uur ju unterfudjjen, ob man i^n 
burdf) bie 3lnwenbung be3 5ßrincip3 ber Steciprocität ($ol unb polare) 
beweifen fann. 9ftan erfenut bieg aber leidet, wenn man bie 33erül>rung§= 
punfte ber Tangenten afö bie Gfötn eine£ $rei£fed[)3ed3 betrautet, für 
weldjjeä ber SßaScalfdfje ©afc gilt. 35er ©dfmittpunft von 2 ©egenfeiten 
biefeä ©e$3ed3 ifi offenbar ber Sßol einer ^auptbiagonale. SDa nun 
jene ©d&nittpunfte ber ©egenfeiten in einer ©eraben liegen, fo muffen 
bie polaren berfelben, weldfjeS bie Jpauptbiagonalen finb, burdj) einen 
Sßmtft gefjen, ber jugleidö ber 5ßol ber Sßaäcalfdpen ©eraben ift. 

33 em 1. 2Bie ber SßaScalfdfje ©a| für jebeS ©edf^ed in einem 
Segelfd&nitt gilt, fo audf) ber 33rian$onfdj)e ©afc für jebeä ©e<J)3feit um 
einen Äegelfd^nitt. @£ giebt ferner aud& Ijier 60 t>erfdf)iebene ©e$3feite, 
bie man au$ einem ableiten fann. 3luf ben merfwürbigen ßufammem 
f)ang jwifdjjen ben t)erfd^iebenen ©ed&3feiten t>erjtd(>teu wir au3 benfelben 
©rünben, wie auf ben entfpred&enben 3nfammen§aug ber $ßa£calfd&en 
Sinten. @3 fei nur nodf) ermähnt, ba& als an ©edf>3feit um einen 
$egelf$nitt audf) ein foldf)e§ angefetjeu werben fann, in welchem \t 
3 ©eiten burdfj einen 5punft geljen. 

33 em. 2. Folgerungen au% ben ©ä|en von $a£cal unb 33riaudj)ou. 

2ftan erhält fold&e, inbem man von bem allgemeinen gaH auf be= 
fonbere gätte fd&liefet. 2Bir erhalten biefe, inbem wir j. 8. beim ©e$3ed 
im Äreife eine ©eite unenblid^ Mein werben laffen, fo bafs ein 
günfed entfielt. 333ir finben barauä, bafe in einer ©eraben liegen: ber 
©dfmittpunft ber erfien mit ber werten ©eite, ber ©dfjnittpunft ber 
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jweiten mit ber fünften ©eite, enblidf) ber @<$nittpunft ber britten ©eite 
mit ber Tangente an ber ©egenecfe. 

Säfct man 2 ©eiten unenblidf) Hein werben, fo erhält man ein 
Siered im ßreife~ ($egelfd(mitt). £>ie3 giebt ben ©afc: SDie ©<$nitt= 
punfte ber ©egenfeiten unb bie ©dfjnittpunfte ber Tangenten an ben 
©egeneden liegen in einer ©eraben. 

Safct man enblidf) 3 ©eiten unenblidfj Hein werben, fo erhält man 
ben ©afc: %n jebem SJreied liegen ber ©c^nittpitnft ber ©eiten mit ben 
Tangenten an ben ©egeneefen am Umfreife in einer ©eraben. 

3u biefen ©äfcen fann man ebenfo bie fpecieffeu gätte be3 ©a|e3 
t)on 33rian$on bilben. 2)er entfpred&enbe be3 legten ©afceS mürbe 
lauten: Sie SBerbinbuugSlinien ber @<Jen eines 2)reie<fö mit ben S3e= 
rüljrungSpunften beS SnfreifcS auf ben ©egenfeiten fdjjneiben ftdj) in 
einem fünfte. 

65. SDer geuerba$fdE)e ÄreiS eines 3)retecfS berührt ben 3JnfreiS 
unb bie Stnfreife. 

Sem. (gig. 42). @S fei ABC baS SJreied, A 0/ B , C bie 
9JtitteIpunfte ber ©eiten, D ber SeritfirungSpunft beS SnfreifeS, E ber 
üom 3lnf reife auf BC, fo bafe DA = A B ift, ferner Gt ber £öf)en= 
fufcpunft unb J ber ©djmittpunft ber SBinfefl&atbierungStinie mit ber* 
felben ©eite, enblidb L ber §8^enfu§punft auf AO; O unb O' bie 
ajlittelpunfte beS SnfretfeS unb beS ju BO gehörigen »nfreifeS. SJtan 
nefjme DE alz SDurd&meffer eine« ÄreifeS, in »ejug auf melden wir 
bie gigur naä) bem Sßrincip ber reeiprofen SRabien transformieren motten. 
$a biefer ßreiS ben SnfretS, audfj ben 2tnfreiS O' redbtwinHig fd&neibet, 
fo bleiben biefelben baburdf) ungeänbert. 2)a A ber 2Jtittetpunft beS 
SranSformationSfreifeS ift unb ber geuerbadfjfdjje ÄreiS bur<$ A get)t, 
fo wirb biefer in eine ©erabe transformiert; biefe ©erabe getjt 
bur$ J als ben reeiprofen $unft twn G, benn A D 2 = A J . A G. 
®S ift femer B (GA ) glei$ ber SDifferenj ber SBinfel an ben 
@<fen B unb 0, was leidet gefunben werben tann. 2)a alfo ber 
geuerbadfjfdje ÄreiS bie ©eite BC unter ber 3)ifferenj biefer Sßinfel 
fdfjneibet, fo mufe audb bie reeiprofe ©erabe bieS tyun; eine fold&e ©erabe 
erhalten wir, wenn wir AC auf AB unb AB auf AC auftragen, wo= 
bur<J) wir bie fünfte 0' unb B' erhalten. SDafe biefe ©erabe burd^ J 
ge$t, ift Aar, ba bei biefem Umlegen bie ^infetyalbierungSlinie unt)er-- 
äube'rt bleibt. £>a$er ift biefe ©erabe bie reeiprofe Sinie beS geuer= 
bad&fd&en ÄreifeS. 2)afc biefe bie beiben ßreife O unb O' berührt, folgt 
tut» ©pmmetriegrünben. 2>amit aber ift ber ©a| bewiefen. 2>ie reci= 
profen fünfte ber SerityrungSpunfte ber ©eraben ftnb natürlidj) bie 

5* 
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SBerülpungSpunfte ber SSerityrungSfreife beS 2>reie<ls mit bem geuer- 
bad&fdjen Äreife. 

Sem. 2)iefer ©a| fött bie ahtmenbung beS SßrincipS ber reetprofen 
Labien jeigen. 

b) S5ie ©tmfonfd&e ©erabe. 

Site ©imfonfd&e ©erabe eines 3)retecfS roirb bie Sinie bejeid^net, auf 
ber bie gujüpunfte ber Sote i>on einem fünfte ber 5ßerip^erie auf bie 
Seiten liegen. Sluf ben 33en>eiS biefe^ ©afceS, melier mit ganj 
elementaren Hilfsmitteln ober audf) mittelft beS ©afceS t)on SDlenelauS 
geführt werben fann, fei fyier t>erjid>tet. 

66. 33erbinbet man einen Sßnnft ber 5ßerip^erie beS UmfreifeS 
eines ©reiedfs mit ben ©den unb befiimmt bie ©egentranSoerfaleu ber 
SBerbtnbungSlinien, fo finb biefelben parallel. 

Sem. (gig. 43). 3 unä ^P ^ ann man in betreff ber SluSfagen eine 
Umfeljr eintreten laffen, in ber SBeife : 3 ie ^ man b ur $ b* e ®^ en eineö 
2)reie<fS irgenb meldte parallele unb beftimmt bie ©egentranSuerfalen, 
fo fd&netben ft* biefelben auf bem Umfreife. — ©ö mögen nun bie 
parallelen burdf) A, B, ben UmfreiS in Q, R, S f d&neiben ; f dfmeibet 
bie ©egentranSoerfale Don AQ ben UmfreiS in P, fo ifi arc BQ = 
arcCP; nun ift arc AR = arcBQ, alfo arc AR = arcCP, baljer 
BP unb BR ©egentrauSaerfalen, fo baft bie ©egentranSwrfale an ber 
(Säe B ebenfalte burdj) P ge^t. SDafc OP unb CS ©egentranSoerfalen 
finb, läfjt ft* ebenfo beroeifen, folgt aber au* ans bem ©a|e beS ßeoa. 

83 em. SDtefer ©afc geigt eine Slbljängigfeit ber Stiftungen ber 
©bene von ben fünften ber Sßeriptjerie eines ÄreifeS. 

67. 2)ie ©imfonfdfje Stnie eines fünftes beS UmfreifeS ifl fenfredfjt 
jur 3ti*tung, toeldbe bie ©egentranSt)erfalen ber bur* ben Sßunft ge- 
zogenen @<ftranSt)erfalen tyaben. 

»en>. (gig. 44). ABO fei baS 35reiecf, P ber Sßunft auf ber 
Sßeriptjerie, melier bie ©imfonf*e Sinie P,P a P 3 bejtimmt. Verlängert 
man PP, bis jum Umfreife in ü unb oerbinbet A mit U, fo läfct 
fi* seigen, bafe AUIIP^ ift. ®S ift P(P,C) = P 2 (P,C), an* 
P(PjC) = A(UC), alfo P 2 (P,0) = A(UC). Sfl bann AQ ©egen-- 
tranSoerfale ju AP an ber <£dfe A, fo ift A(BQ) - A(PC) = U(PO). 
S)a C(BU) - A(BTJ) ift, fo folgt bur* äbbition A(QU) = U(PC) 
+ C(BU) = 90°. es ift alfo AQ jL AU, alfo au* AQ jL P,P 2 P 3 . 

68. SSerbinbet man einen Sßeripljeriepunft P beS UmfreifeS eines 
SDreieäS mit bem Jgöljenfd&mttpunft beS 2)reiedfS, fo roirb biefe ©tredfe 
bureb bie bem fünfte ange^örige ©imfonfdfje Sinie halbiert. 

Sem. (gig. 44). 3)ie 33ejei*nung wie t>or§er in 3tr. 67; ber 
§öl)enf*nittpunft beS ©reiedfe ift H. 3Bie in tuelen anbern fällen, 
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lehren nur 33ebingung unb Folgerung utn. SBir jie^en HP, halbieren 
HP in D unb geigen, bafi bie SSerbinbungSlime von D mit bem %ufc 
punfte be3 SoteS von P auf eine Seite bie ©imfonfe^e ©erabe ift. 
Sunäcijft fann man bie Folgerung jieljen, bafe D auf bem geuerbadfjfdfjen 
Äreife liegt. H tft namli$ ber äufcere SSll)nli<J)fett3punft jroif<J)eu bem 
Umfreife unb bem geuerbacbfc&en Äreife, beren ä£nli$feit£t)erl)ältni3 
2 ifl, b. f). alle tum.H au8gel)euben ©traljfenftücfe bis jum Umfreife 
werben burdj) ben geuerba^fdjen ÄreiS halbiert. SBerbinbet mau als* 
bann D mit bem gufcpunfte G ber £ö§e AG auf BC unb mit bem 
gfufcpunfte P, von P auf BC, fo ift DGP, gleicfcfd&enflig. $a alfo 
GCDPO-P.CDG), fo anä) G(HD) = P,(DP). gjt nun E ber 
2Jiittelpuuft von AH unb jie^t man DE, fo ift DE = £AP. ED 
ift eine ©e^ne im geuerbad;fd&en Äreife unb ba e3 bie £älfte von AP 
ift, fo gehört ju iljr ein ebeufo großer ^eripfjeriettrinfel im geuerbad>fd>en 
Äreife als im Umfreife ju AP. @3 ift alfo G(ED) = O(AP). S)a 
nun G(ED) = P,(DP), fo folgt auä) C(AP) = P,(DP). @3 fönetbc 
nun DP, bie ©erabe AC in P 2 , fo ift C(P 2 P) = P,(DP) ober 
CCP^^P^PaP), alfo liegen PP 2 P,0 auf einem Äreife unb fomit 
P 2 (PC) = P,(PC) = 1R, alfo P 2 ber gufomnft von P auf AC, 
b. tj. PjP 2 bie ©imfonfdje ©erabe. 

69. ©inb 2 fünfte bie (gnbpunfte eines 25urd»neffer3 beS Um-- 
freifeg, fo fmb bie jugeljörigen ©imfonf$en ßiuien fenfredjt ju ein= 
anber. 

33ero. 3)ie Sejeidmung wie Dörfer (gig. 44), ferner V ber jroeitc 
©nbpunft beS 3)urdjmeffer3, oon bem P ber eine ift. S)ann ift Ü(VP) 
= 1R, alfo UV BBC. SDa naä) Str. 67 UQ ein Stord&tneffer ift, 
fo ge&t alfo baS Sot VV, von V auf BC bur<$ Q. 9ta$ 9tr. 67 ift 
au$ bie ©imfoufdje Siuie ju V parallel ju AQ, alfo fenfred^t ju AU 
ober P,P 2 P 3 . 

70. SDer ©dmittpunft von 2 ©imfonfdjjen Sinien, beren 5ßerip^erie= 
punfte bie (Snbpunfte eineö 3)ur<$meffer3 finb, liegt auf bem geuerba$= 
fdfjen Äreife. 

SBero. 2)ie ©ejeid^nung roie früher (gig. 44). ©3 fei no<# J ber 
SJHttelpuuft von HV unb M ber 2Jtittetpunft be3 UmfreifeS. J liegt 
auf bem geuerba^feijen Äreife unb auf ber ©tmfonfdfjen Sinie t)on V, 
analog bem fünfte D. 33etra<J)ten mir SDreiecf HVP, fo finb J unb 
D bie SWittelpunfte dou HV unb HP, alfo halbiert JD alle ©eraben 
von H na$ VP, alfo au$ HM, ba M auf VP liegt. £er SJlittel- 
punft von HM ift ber 2JUttelpunft be8 geuerba$f<$eu ÄreifeS; e3 ift 
alfo JD ein $)urd)meffer beSfelben. 3ft nun K ber ©$nittpunft ber 
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äu V imb P gehörigen ©imfonfd&en Stmen, fo ift (9hr. 69) K(JD) 
== 1R, alfo liegt K auf bem Äreife über JD als SDurdjmeffer, b. \). 
auf bem geuerbad)fd)en Äreife. 

c) 35a$ üolljlänbige SMerfeit. 

2)ur<$ 4 ©erabe in allgemeiner Sage nrirb ein üollftänbigeS SBier- 
feit beftimmt, baS alfo, wie ber 9tame befagt, 4 (Seiten Ijat. SSter 
©erabe geben nun 4 Kombinationen ju je 3, balier enthält ba3 t)oll= 
ftänbige SSierfett 4 SDreiecfe. Kombinationen ju je 2 Seiten giebt e3 6 ; 
baljer Ijat ba£ twttftänbige SSierfeit 6 @<fen, bie man paarroeife gegen- 
überstellen fann. 35ie ©egenecfe einer ©de wirb bur$ bie ©eiten be= 
ftimmt, roeldjje ber erften fehlen. SDie SSerbinbungSlinien ber ©egeneäen 
fjeifeen diagonalen, beren alfo 3 twr^anben finb. Sefannt ift bie @igen= 
fd^aft be£ tjottftänbigen SSierfeitä, bafe ft<$ bie diagonalen gegenfeitig 
f;armonif<$ teilen. 

71. $)ie SWittelpunfte ber diagonalen eines üottftänbigen 33ierfeit3 
liegen in einer ©eraben. 

Sem. (gig. 45). 3)a ein twttftänbigeS SSierfeit eine fe^r attge^ 
meine gigur ift, fo wirb mau bie genannte Sejie^ung auf einen allge- 
meinen ©afc jurücffüljren. ®in fol^er ift ber ©afc be3 2Jtenelau3; 
roonad) 3 fünfte auf ben ©eiten eines £)reie<fö in einer ©eraben liegen, 
menn baS Sripefoer^ättniS ber fünfte in S3ejug auf bie ©eiten be& 
felben SDretecfS ben SBert —1 §at. SBir werben ba^er ein S)reied 
fudjjen, auf beffen ©eiten biefe 3JUttelpunfte ber diagonalen liegen. 
2>ie ©den beS 25reiecfS feien mit A, A', B, B', C, C bejeid)net, fo bafe 
bie ®<fen mit gleiten 33ud)ftaben ©egeneäen finb unb A', B', C in 
einer ©eraben liegen, bie 2JUttelpunfte AA', BB', CO' feien bej. L, M, 
N, bie 2Jtittelpunfte von BC, CA, AB 'bej. A , B , C . $on A ge^en 
nun bie ©trecfen AB, AO, AA' au£, beren (Snbpunfte auf einer ©eraben 
liegen, alfo ift bieg mit ben SJKttelpunften ber ©trecfen, mit , B , L 
ber galt; bemnadf) liegt L auf B , ebenfo M auf C A , N auf 
B A . @s ifl alfo baS SrtpefoerljältniS ber fünfte L, M, N in 33ejug 
auf btefeS 3)reieä feftjuftellen. 5l\in ift 

A'C.B'A.O'B "" 1; 

2C L = BA', 2 A M = CB', 2B N = AC, 
2LB = A'C, 2M0 = B'A, 2NA = CB; 

ba * er aU * LB . MC . NA - " L 
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72. 3)ie Äretfe um bie 4 2)reie<fe eines tjottftänbigen SSierfeitS 
fdfmeiben ft$ in einem fünfte. 

33 ero. (gig. 46). SDie Sejeidfmung ber e<fen beS t)ottftänbigen 
aSierfeit^ fei wie in 9tr. 71, gig. 45. 2)ie Äreife um ABO unb A'B'C 
mögen fi$ in P fdmeiben; bann ift 511 beroeifen, bafe A'BPC, ABTC 
$reiStnerecfe finb, bo<$ genügt natürlich ber 33eroeiS t)on einem SSiered. 

^ ift nun 

P(A'C) = B'(AC'), P(CB) = A(CB). 

hieraus folgt burclj Slbbition: 

P(A'B) = B'(AC') + A(CB) = 180° - C'(BA') ober 
P(A'B) + C'(A'B) = 180°. 

SDaS SBef entließe am Semeife ift, an bem Sßunfte P 2 SBinfel ju 
befümmen, bie jufammen einen SBinfel bilben, roa^renb bie entfpred&enben 
gleiten SBinfel 2 SBinfel beSfelben 2)reie<fS finb. S5ie Sebingungen 
ber $igur finb eingeführt, inbem man ben ©a| benufct, baft bie Summe 
ber SBinfel eines SDreieäS 180° beträgt. 

73. $)ie 3JUttelpunfte ber Umfreife von ben S)reieden eines t)oH^ 
ftänbigen SSierfeitS liegen auf einem Äreife, ber au$ ben ©$nittpunft 
jener Umfreife enthält. 

S3en>. (gig. 46). Sie 33ejeid&nung roie in Str. 72, es feien aber 
uod) D, E, F, G bie SJiittelpunfte ber Umfreife von ben S5reie<fen 
ABC, ABC, A'BC, A'B'C. Sann ift EG jL B'P, DG jL CP, ba 
bie fünfte E unb G 3JHttelpunfte von Äreifen finb, roeld)e beibe burd) 
B' unb P gelien, D unb G aber bie 2Jlittelpunfte von Äreifen burdf) 
C unb P. ®S ift bafier 

G(ED) = P(CB') = A'(BC'). 
ebenfo folgt, bafe FEX CT, FD XBP, alfo 

F(ED) = P(C'B) = A'(BC'). 
©omit liegen D, E, F, G auf einem Greife, es ift ferner 

P(AD) = 90° - B(AP), P(AE) = 90° - C'(AP), alfo 
P(DE) = C'(AP) - B(AP) = P (BC) - A'(BC'), alfo liegt 

audf) P auf bemfelben Greife. 

74. SBeitere Folgerungen beS ©a$eS 9tr. 73. 

man jietje (gig. 46) AE unb BF, bie ftcl) in H ftier fo, ba& 
AEH, BHF bie SReiljenfolge ift) fd&neiben. Sinn ift 
H(BE) = B(FC) - A(BE) = 90° - A'(BC') - { 90°-B'(C'A)} 

= B'(C'A) - A'(BC) = C(B'A'). 
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gerner P(EP) = P(EC') -+- Peer) 

= 90° - A(CT) + 90° - A'(PC) 

- 180° - (A(OT) + A'(PO')) 

= 180° - 360° + C'(BA') + P(AA') 
= C'(BA') + P(AB) + P(BA') - 18Q° 
= C'(BA') + C(AB) - O'(BA') 

- C(AB). 

SDa^er liegen EHFP auf einem Äreife ober AE, BF unb, n>ie ftdfj 
ebenfo jeigen läfet, CG- f<$neiben fic^ in einem fünfte be3 ÄreifeS, 
ber bur<$ bie 3Rittetpunfte ber Umfreife ber 4 2)retecfe gel)t, meld&e ba£ 
t)oQfiänbige SBierfeit enthalt. 

gerner ift B(HC) = 90°-C'(BA'), A(HC) = 90°-C'(BA'), alfo 
B(HC) = A(HC), b. t). bie fünfte ABGH liegen auf einem Äreife, 
fo bafc H ber ©d[mittpunft be3 oorfyer angegebenen Äreife3 mit bem 
Umfreife von ABC ift. 

SDtefer ÄreiS fdfjneibet bie Umfreife ber Sreiecfe aufcer in P nodf> 
in einem fünfte, ber als jugeorbneter Sßunft von P bem betreffenben 
SDreiccfe angeljörig bejeid^net roerbe. SBir erhalten bann ben Sa|: 
Seber jugeorbnete 5ßunft eines SDreiecfS be3 oottjiänbigen SSierfeitS liegt 
mit einer ®<fe unb bem SDtittelpunft be3 UmfreifeS x>on bem S5reie<f, 
ba3 aufeer ber @tfe no$ bie ©egenedten be3 erften 2)reiedfö enthält, in 
einer ©eraben. 3 ur ^effern Orientierung fei alfo bemerft: SDer jum 
25reiedf ABC juge^örige Sßunft ift H, ba£ $)reiecf, roeldjjeS aufcer A 
nod& bie ©egeneefen biefeS enthält, ift ABC, ber 2JUttelpunft be* Um= 
freifeg E, alfo liegen AEH in einer ©eraben; ebenfo BHF, GCH. 

75. 2)ie Äreife, bereu 2)ur$meffer bie diagonalen eines voü= 
ftänbigett SSierfeitö ftnb, gehören ju einer ©djjar. 

©afc von 33obenmitter. 

89 em. (gig. 45). Äreife, meldte 2 Äreife red&tnrinflig fd&neiben, 
gehören einer ©dfjar an. Siegen bie 3JUttelpunfte von Äreifen auf einer 
©eraben, fo gehören fie einer ©djjar an, mnn fie nur nodf) einen ÄreiS 
red^troiuflig fdjjneiben, es fann nämli$ bie ©erabe, auf melier bie 3Jtittet 
punfte liegen, als ÄreiS mit unenblid) großem 9tabiuS angefetjen werben. 
SBir f)aben tyier alfo, ba mir troffen, bafe bie 2Jtittelpunfte in einer 
©erabeu liegen, nur nodj) einen ÄreiS ju fudjen, ber bie betreffenben 
Äreife red&tnrinfttg fd&neibet. 2ilS foWjer bietet ft$ am natürlid&fkn ber 
bar, roeldfjer bur$ bie ©dfjnittpunfte ber diagonalen gef)t. ©inb P, Q, 
R b. 1). bie ©dfmittpunfte oon BB' unb CC, von CO' unb AA', von 
AA' unb BB' bie 2)iagonalenf$nittpunfte, fo ift befannt, bafc AA r 
bur$ Q unb R, BB' burdfj R unb P, CC burdj) P unb Q t)armonijd(> 
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geteilt wirb. SDarauS folgt aber, bafc ber UmfreiS von PQR bie 
Greife über AA', BB', CC als 2)ur$meffer rec^tminflig fd&neibet. 
2>abei fei nod& bemerft, bafc bie ©dfjar erfler, audjj Reiter Slrt fein 
tonn, b. t). bafc bie Äreife fi<$ in 2 fünften fdjnetben fönnen, ft<$ aber 
audj) gar ntd&t fc&neiben bürfen. 

76. 2>ie £ö§enfd()nittpunfte ber 4 3)reie<ie, meldte ein t>ottftänbige^ 
SSterfeit enthält, liegen in einer ©eraben. 

Sero. 1 (gig. 47). S5er SeroeiS biefeS ©a|e3 fd&liefct fiü) an ben 
vorigen ©afc an. $n biefem ©a|e Ijaben mir Greife, bie jn einer 
©d&ar gehören. @3 liegt ba^er bie grage natje, roeldfjeS ift bie 5ßotenj= 
linie jener Äreife? 2ftan erhält btefelbtf, mnn man fünfte beftimmt, 
roeldje gleite ^otenj in 33ejug anf jene Äreife Ijaben. SDie ©den ber 
SDreiede feien tmeber roie t>ortjer mit A, B, C, A', B', 0' bejeidfjnet, 
ferner H ber ©df)nittpunft ber £ö!jen beS 3)reiecf3 ABC nnb X, Y, Z 
bie £öl>enfuj3punfte biefeS 2)reiecf3, bann ift H A . H X = H B . H Y. 
25a nun ber $rei3 über AA' als 2)urdfjmeffer burd& A unb X, ber 
über BB' als 2)urci)meffer bur<$ B unb Y gef)t, fo Ijat H für beibe 
fireife gleite Sßotenjen, ober, ba bie 3 Äreife über ben 3 diagonalen 
einer ©d&ar angehören, für alle 3 Äreife. SDaSfelbe läfet ftclj oon ben 
anbern ißö^enfd^nittpunften, nämlidf) H, von AB'C, H 2 von A'BC, 
H 3 von A'B'C bereifen, ©tnb j. 33, G- unb L bie £öf)enfuf$punfte 
üon C unb B in A'BC, fo folgt leicht H 2 B . H 2 L = H 2 C . H 2 G. 
3>iefe Sßrobufte ftnb aber bie ^otenjen von H 2 in Sejug auf bie Äreife 
über BB' unb CO'. 2)emna$ liegen bie 4 §öljenf<$iüttpunfte auf ber 
Sßotenjlinie ber Äretefc^ar, beren 3)urd&meffer bie diagonalen finb. 3)iefe 
Sßotenjlmie ift bemnacty fenfredfjt jur ©entrale jener, bie man afö 2fte= 
biane be§ tjottftanbigen 33ierfeit3 bejeid&net. 

Sem. SDer fternpunft be£ SeroeifeS liegt in ber 33enufcung ber 
©genfdjjaft be3 &öf)enf djjnittpunfteS , bafc bie Sßrobufte ber ©tüdfe ber 
ipöJjen t)om ©d^nittpunft bis jur @cfe unb bem gufcpunft fonftant finb. 

33ero. 2. @s wirb gut fein, nodj) einen 33eroei£ ju geben, ber von 
Dem ©a|e in 9tr. 75 unabhängig ift, um anbere Sftetfjoben fennen ju 
lernen. 2Bir gießen $ier (gig. 47) als £ilfslime B'D II CB, rooD 
ber ©dfjnittpunft mit AB ift. ©reteä AB'D tjabe nm K als $öf)en* 
fdjjnittpunft, bann liegen B', H„ K in einer ©eraben; benu H, liegt 
in bem fiote von B' auf AB, ebenfo K. gerner liegen AH K auf 
einer ©eraben; benn ba ABC unb ADB' äEmtidfje 3)reiede in ä^nlid^er 
Sage mit bem Slljnlid&feitSpunfte A finb, fo muffen au$ bie entfpredfjenbeu 
fünfte Hq unb K mit A in einer ©eraben liegen. 2ftan roirb bann 
erfennen, bafc ber ©a^ bemiefen ift, xotnn man bie 3ti<$tigfeit ber 3le= 
lation gejeigt ^at: 
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B'H, jH.K^B'H, :KH ; 

bettn wenn 3 igöfjenfdjnittpunfte in einer ©eraben liegen, fo folgt t>on 
felbft, bafj ber werte auf berfelben ©eraben liegen tnufj. 

<£& treffe nun A'H 3 bie ©eite AC in Q unb O'H, biefelk ©erabe 
in N, bann iß H,N II A'Q, alfo ift A'ß' : B'C = B'Q : NB'; aber 
aaty A'B' : B'C = BD : DO' = YD : D N, wo D ber gufepunft 
be8 £ote3 »on D auf AO ift. 8tu3 jenen Proportionen folgt: 

B'Q : B'N = YD : D N ober B'Q : YD = BN : D N. 
0tun ftnb B'Q unb YD bie «ßroieftionen »on B'H 3 unb H K, toetdje 
©treäen auf ©eraben liegen, bie einanber parallel finb. Skalier ift 
B'Q : YD = B'H 3 : H K, uttb atfo 

B'N : D N = B'H 3 : HoK, ober enblt<$ audj: 

B'Hi ; Hj K = B H 3 r H K. 

d) ®ä$e über 33terede t>erf<$iebener SCrt. 

©ef)t man tum 4 fünften aus unb beftimmt einen c^Hifc^en 
©erabenjug, fo bafe jeber Sßunft burdf) ben ©erabenjug nur einmal 
burdjlaufen ttrirb, fo erhalt man ein einfaches SSicrcd. 3)er einfad&fie 
unb batjer roid^tigfte gaU ifi ber, wtnn bur$ ben ©erabenjug eine 
$töd)e beflimmt wirb; bie baburdj) entfte^enbe gigur mürbe im Stlter^ 
tum rjorjugSroeife ate 3Stered bejetdjmet. 

gür bie Sage ber ©den, bann audf) ber tjerbinbenben ©eraben, 
meldte bie Seiten be3 a3tered3 finb, fönnen no$ befonbere Sebingungen 
befielen, rooburdji SSierede t>on befonberm ßljarafter entfielen. Siegen 
bie Mtn auf einem ßreife, fo Reifet ba£ 3Siered ÄreiSxriered, audj) mirb 
baSfelbe als ein nadf) ben @den centrifd^eg SSiered bejeid^net. Sa&t ftclj 
ein ÜreiS getanen, ber bie 4 Seiten beS aSteredS berührt, fo erhält man 
ein SSiered um ben ÄreiS, ba3 auty atö ein nadE) ben ©eiten centrif<J)e3 
Siered bejeid&net roirb. hierbei fann ber ÄreiS außerhalb ber glä$e 
liegen ober innerhalb, ^n ber t^eörcttfd^en 33e§anblung ber betreffenben 
©afce, foroeit e§ fiel) um Sagenbejiefjungen $anbelt, roirb feine 33er* 
fd^ieben^eit flattfinben. 9tt<$t o^ne ^ntereffe nrirb e3 fein, ba3 SSiered 
ju betrauten, meines nadf) ben Qtätn unb ©eiten jugleidS) centrifd^ ift. — 
gür bie Sage ber (&ätn eines -ÄretötueredS fann ferner no$ eine SBe= 
bingung gegeben fein, ©ne fold&e ift bie, bafe bie eine diagonale burd& 
ben Sßol ber anbern geltf. Wlan nennt baS aStered bann ein $ar= 
monifäeS. ©benfo fönnte man natürlidj) ein nadj) ben ©eiten centrtfd&eä 
aSiered betrachten, bei benen ber ©eimittpunft von 2 ©egenfeiten auf 
ber polare be3 ©dfmittpunfteS ber beiben anbern ©eiten liegt; bodj) er= 
§ält man f)ier weniger elementare ©genfd&aften. 83efannt ift ber ©afc 
vom aSiered um ben Ärete, bafs bie ©umme t)on 2 ©egenfeiten glei$ 
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ber ©umme ber Beiben anbern ift. £at man ein geroül)nli<#eS SSierecf, 
beffen ©eiten in ber 33erlängerung x>on- einem Greife berührt werben, 
fo tritt bie SMfferenj ftatt ber ©umme ein. 23om Äretetriered ift be* 
fannt, bafe bie ©umme ber ©egenroinfel 180° beträgt, ebenfo ber ©afc 
be3 Sßtolemäuä, von bem eine Keine (Srroeiterung nidbt oljne ^fntereffe ift. 

77. SDer Stielt be3 ÄreiStncreäS mit ben ©eiten a, b, c, d ift 

bur<$ ben SCuäbrucf V(p - a) (p — b) (p — c) (p — d) gegeben, n>o 
2p = a4-b4-c4-d gefegt ift. 

»en>. (gig. 48). 2>aä SSieretf fei ABOD. man fann ben Sn^alt 
beSfelben beftimmen, inbem man e3 in 2 SDreiecfe jerlegt unb btefe ju 
beftimmen fud&t, wobei natiirlidf) alle £ilf3gröfeen burdf) bie ©eiten 
fdfjltefelidj) auSjubrücfen finb. Keffer jebod^ ift bie ©arftettung afe 
S)ifferenj. ©Reiben fu$ nämli$ AD unb BO in E, fo ftettt ft<$ 
ABCD als SDifferenj ber SDreiecfe ABE unb ODE bar, meldte ein- 
anber ctynli$ finb, fo bafc man burdj) ba$ eine S5reiecf leidet ba8 anbere 
erhält. Gegen mir CE = x, DE = y, fo ift 

4 • CDE =}/(x + y + c)(x + y-c)(c + x-y)(c-x + y). 

SJtan' erhält ferner leidet bie Proportionen : 

x : c = y 4- d : a, 
y: c = x + b :a. 

hieraus (a 2 — c 2 ) x = c(ad 4- bc), 
(a 2 — c 2 ) y = c(ab 4- cd), 

olf o x 4- y + c = ^ — ^ (a 4- b 4- d — c) = — - — (a 4- b 4- d — c), 
J a 2 — c 2 v J a — c v 

x+ y- c =$^( bH - c+d - a )=^ (b+c+d_a) ' 

ebenfo leicht c 4- x — y = (a + c 4- d — b), 

a4~ c 

c — x -f- y = — : — (a + b + c — d). 

' a+c 



c 



©omit ift 4. ODE = 

2 



(a 2 -c 2 ) 



j/(b+c+d— a)(a+c+d— b)(a+b+d— c)(a + b+c— d). 
CDE = -y^-5 V (p - a) (p - b) (p - c) (p -1). 



a 2 — c 2 

&a CDE : ABE = c 2 : a 2 , fo l>at man: 

a 2 



ABE = -5^-5- y (p - a) (p - b) (p - c) (p - d),' alfo 



a 2 -c 2 



ABE - CDE = ABCD = ]/ (p - a) (p - b) (p - c) (p - d). 
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78. SDer Sntjalt J eine« SBieredfö mit ben Seiten a, b, c, d, wobei 
bie Summe t>on 2 ©egenroinfeln 2 cd beträgt, wirb bur$ bie gormet 

cteciebeti : 

* J2 = ( p _ a ) (p — b) (p — c) (p — d) — abcd cos 2 cd*. 

man fie&t $ier fofort, bafc tiefe gormel bie über ben Sfnljatt *><& 
ÄreiStrieredfS verallgemeinert. 

Sern. SDie »ejei^nung ift bie geroö&nlid&e, fo bafe AB = a, 
BC = b, CD = c, DA = d, a 4- b + c 4- d = 2 p gefefct ift. 

Se|t man B(AC) = 2», fo §at man junätyft: 

J = ab sin & cos & 4- cd sin (cd — &) cos («> — &); 
a 2 + k2 — 2ab cos 2& = c 2 4- d 2 - 2 cd cos (2 cd — 2 &). 

§terau£ folgt: 

(a 4- b) 2 - 4 ab cos 2 & = (c - d) 2 4- 4 cd sin 2 (cd - &), 
( a + b)2 - (c - d) 2 = 4 ab cos 2 & + 4 cd sin 2 (cd - ö), 
b. $-. (p — c) (p — d) = ab cos 2 & 4- cd sin 2 (cd — &). 

SDtan wirb ebenfo ableiten: 

(p — a) (p — b) = ab sin 2 ö 4- cd cos 2 (cd — &), 
alfo 
(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) = a 2 b 2 sin 2 & cos 2 & 4- c 2 d 2 sin 2 (cd_&) 

cos 2 (cd — ö) + abcd (sin 2 & 

sin 2 (cd - ö) 4- cos 2 & cos 2 (cd - &)) 

= { ab sin & cos & 4- cd sin (cd — 9) 
cos (cd— &) } 2 4- abcd { sin 2 & 
sin 2 (o> — &) — 2 sin & cos & sin (cd — ft) 
cos (o> _ &) + cos 2 & cos 2 (cd — &) } 

= J 2 + abcd (sin fr sin (cd _- &) — cos & 
cos (cd _ &)) 2 

= J 2 4- abcd cos 2 cd, 
ober alfo J 2 = (p— a) (p-b) (p — c) (p — d)— abcd cos 2 cd. 

33 em. S)iefe gormel ergiebt nod), bafe baS gröfete SStercd, meines 
mit 4 gegebenen Seiten fonftruiert werben Jann, baSjemge ifl, um 
roeldjeS ein ÄreiS gelegt werben fann. 

79. 3)ie 3 diagonalen eines ÄreiSoieretfS. 

SDie 4 Seiten eines ÄreiStnerecfS bestimmen baSfelbe oollfiänbig. 
SDenfen mir un£ bie ^Reihenfolge ber Seiten geanbert, fo wirb 
jroar bie ©eflalt, aber ni<$t ber Snljalt geanbert, üorauSgefefct, 
bafs man fiets ein fonoejeS SSterecE behält, ba burd) Seinen 
von gleid&er ©röfee ftetS ÄreiSabfdmttte von gleid&er ©röfee abge^ 
fdjnitten werben. Um bie Slnja^l ber x>erf$iebenen SSierede feftju- 
fieHen, fönnen mir eine Seite als bie erfle f ehalten unb bie Steigen* 
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folge ber anbcrn änbern. 2Bir erhalten bann für bic ©etten a, b, c, d 
folgenbe Sierede: 

abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb. 

9hm ifl flar, bafj abcd unb adcb, abdc unb acdb, acbd unb adbc 
biefelben Sierede finb, ba bie jroeiten Sierede bte ©eitcn nur in um- 
gefeljrter Reihenfolge geben. 63 bleiben alfo übrig als wrfdjieben : 

abcd, acbd, abdc. 

©§ Ijabe nun (gig. 48) abcd mit ben ©den A, B, C, D bie 
diagonalen AC « e, BD = f, acbd mit ben ©den ABCD bie 
diagonalen AC = g, BD =* f ; enbli$ ijabe abdc bie Qtätn ABCD', 
bann ift £ier bie eine diagonale AO = e, bie anbere BD' ifl bann g, 
ba AC unb BD' benfelben Sogen abfdmeiben, nämli<$ bie Summe 
ber Sogen, bie ju ben ©etyneu a unb c gehören. SBir ftuben alfo, 
bafs 4 ©eiten eines ÄreteoieredS 3 t>erfc^iebene Äreteoierede beftimmen; 
baju gehören 3 oerfdjnebene diagonalen, von benen immer je 2 ju einem 
Stered gehören. 

80. S)er Snfjaft eines ÄreiSuieredS, baS burd) 4 ©eiten beflimmt 
ift, ifl gleidfr bem $robuft ber diagonalen bioibiert burd) ben trier= 
fa<$en RabiuS. 

Sem. (gig. 48). Senufct man ben ©afc, baft ber Sntyalt ^ne8 

SreiedS gleid) bem Sßrobuft ber ©eiten bttubiert bur<$ ben oierfac&en 

StabiuS beS UmfretfeS ift, fo erhält man für ben 3nf)alt J eines Ärei3= 

trieredS, beffen ©eiten a, b, c, d urtb beffen 3 ^Diagonalen e, f, g finb, 

bie gormel: 

T __ f(ad-hbc) __ g(ac4-bd) _ e (ab + cd) 

~~ 4r ~~ 4r ~~ 4r ' 

loo e jur Reihenfolge a, b, c, d; f jur Reihenfolge a, d, b, c; unb 
g jur Reihenfolge a, c, b, d gehört. @S ifl aber aafy ef = ac + bd 

efe 

na$ bem ©afce oon polemaus, alfo J = —^-. 

SJlan erhält aus jenen gormein für ben ftnljalt nod): 

f __ acH-bd g __ ab + cd e __ ad + bc 
g ~" ad + bc ' o ~~ ac •+■ bd ' f ~~ ab -t- cd ' 

b. !j. 2 diagonalen oer^alten ft<$ roie bie Summe ber Sßrobufte ber 
©eiten, bie an ben ©nbpunften jufammenflofjen. 3)a no$ ef = ac + bd 
ifl, fo ftnbet man 

_ (ad + bc) (ac + bd) w ^ __ (ac + bd) (ab + cd) 
e ~ ab + cd ' mn1 ° * ~~ ad + be 

2 __ (ab + cd) (ad 4- bc) 
g "" (ac + bd) 
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81. SP ein SJiercd jugletdj) nadf) ben ©eiten unb ©den centrifdjj, 
fo wirb jebe ©ette burdf) ben SBerityrungSpunft beS ftnfreifeä nadj) bem 
33erljältni3 ber anftofcenben Seiten geteilt. 

8eiD. (gig. 49). 3)aS SSieretf fei ABCD, F ber SerityrungS* 
punft be8 SnfireifeS auf AB, G- ber von BC, H ber von CD, unb 
J ber von DA. S5ie diagonalen AC unb BD, forme bie SSerbinbungS 
Unien ber 33erül)rung3punfte ber ©egenfeiteu f<$netben ftd& in einem 
fünfte 8 nadjj einem ©afce, ber leidet au3 ben ©äfcen von $ol unb 
polare folgt, gerner ift D(JS) - C(GS), J(DS) = G(CS), alfo 
SJE co SGC, alfo JD : GC = SD : SO. 

Sann finb au* bie Sreiecfe ASD unb BSC Aftnlidfr, alfo SD : SC 
= AD:BC,alfo JD:GC = AD:BC unb au$ DH:HC = DA:CB. 

82. Sie aSerbinbungälinien ber 99erütyrung§punfte be$ SnfreifeS 
auf ben ©egenfeiteu halbieren bie SBinfel ber diagonalen unb bie 
©eraben jinb fenfredfjt ju einanber. 

33eto. (gig. 49). SBeseid&nung tote in Str. 81. & ifl DJScoCGS, 
alfo S(JD) = S(CG) = S (AJ). 

©benfo halbiert natürii* SD ben Sßinfel S(AB). Sie Halbierungs- 
linien von Stebenroinfeln fielen aber aufeinauber fenfred&t. 

SBem. @ine anbere, aber faft felbftoerftanblidjje Folgerung ift uodj), 
bafs bie 2)ttttelpunfte ber beiben fireife, be£ 3nfceife8 unb be3 Um= 
freifeS mit bem ©*nittpunft ber beiben diagonalen in einer ©eraben 
liegen. Seftimmt man nämli* bie ©djjntttpunfte P von AD mit BC 
unb Q von AB mit CD, fo ift PQ Sßolare von S in Sejug auf 
beibe Äreife ; bie SBerbinbungälitüen oon S mit ben 3JhtteIpunften muffen 
alfo ju PQ fenfredjjt fein. 

83. ©mb a, b, c, d bie ©eiten eineä nafy ben ©den unb ©eiten 
centrifdben SBierecfS, fo ift ber %rif)alt J beäfelben burdfj bie ©Iei*ung 
gegeben: 

J = Vabcd. 

33ero. (gig. 49). Sie 33ejei*mmg roie twrljer; ferner roerbe AB = a 
burdf) ben Seritljrung&punft P in a! unb a 2/ BD = b burdfj G in 
b! unb b 2 , CD = c bur* H in Cj unb c 2 , DA = d bur* J in dj 
unb d 2 geteilt, audjj fei a + b + c + d = 2 X. Sa nun a 2 = b u 
b 2 = c,, Ca = d,, d 2 = a, ift, fo folgt a, + b, •+■ c, + dj = a 2 + b 2 +• 
Ca 4- d 2 = X. 9hm ift 

a! : a^ = d : b, alfo a, :a = d:b + d = d:X, 

rr ad t r , ba cb , de t , 

alfo a, = -t— , ebenfo b, = -r—, c x = -r-, d, = - r -, ebenfo 
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_ ab , bc cd , da 

25arauS a,^ = b,d, = a^ = b 2 d 2 . 

SDer ftn^alt beS Sierecfs ift nun, rotnn p ber SftabiuS beS SnfretfcS 

tfi, J = -|- (a + b + c 4- d) = pX. 

3fi M bcr 3Jlittelpunft beS SnfreifeS, fo ift MAF<*>CMH, tuaS 
aus bcr Setradjtung bcr SBinfel folgt; barauS folgt: 

AF:p = p;OH / ober 

abcd 



p2 = ai c, = 



X 2 



@S folgt alfo p 2 X 2 = abcd ober P X = J = j/abcd. 

84. SSerbinbet man einen beliebigen Sßunft eines ßreifeS mit ben 
@den eines in benfelben Ijineiugejeidjneten Ijarmomfdjen SSierecfS, fo cr= 
i)ält man bamit 4 Ijarmonifdje ©trafen. 

Sern. ($ig. 50). gs fei ABCD ein $armonif$e$ ÄreiSmeretf unb 
P ein $unft ber 5ßerip^cric beS UmfreifeS. SBerbinbet man junädfjfi B 
mit ben dätn A, C, D unb mit bem $ol L von BD, fo erhält mau 
bei B 4 ©trafen, von roeldjen BL Tangente an ben UmfreiS ift, ba 
bie ju einem fünfte gehörige SerüljrungSfefMte bie polare beS betreffenben 
fünftes ift. 9laty bem gunbamentalfafce von ^3oI unb polare treffen 
biefe ©trafen bie SDiagonale AG in 4 jj)armonifd)en fünften, alfo finb 
bie 4 ©trafen bei B Ijarmonifdf). SSerbinbet man aisbann P mit A, 
B, C, D, fo erhält man bei P 4 ©trafen, roeld)e SBitrfel miteinanber 
bilben, bie beneu ber ©trauten bei B gleich finb; alfo finb auc£ biefe 
©trauten Ijarmonifd). 

3>n roeld6er SBeife bie Sebingungen benufct finb, bebarf feiner 
weitem grroä^nung. 

85. 3fm fjarmonifdjen SSiered finb bie Sßrobufte ber ©egenfeiten glet$. 
Sern. SDie »ejeidjnung fei roie tiorfjer (Str. 84); ABCD baS 

3Siered, L ber *ßol von BD, LBCooLAB, LDCcoLAD, alfo 

BC:AB = LB:LA; ebenfo 
CD:AD = LD:LA. 
S)a LD = LB ijt, fo folgt: 

BC : AB = CD: AD, ober BC . AD = ABCD. 
93 em. Siegen 4 fünfte auf einer ©eraben in ber Steifjenfolge 
ABCD, fo finb biefelben befanntlid) Ijarmonifdfj, rotnn bie Delation 
gilt BC • AD = AB • CD, fo bafe unfer ©afc als eine ©Weiterung 
ber ©runbbebingungen für Ijarmomfdje fünfte gelten tann. 2Bir fönnen 
biefe 4 fünfte auf einem Äreife ebenfalls als §armonifd&e bejei^nen. 
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so. 3ieJ)t mau t)on einem fünfte P 2 Tangenten PD unb PE 
an einen Are« unb no<$ eine ©efänte P AB , serbinbet bann einen 
ber »erüljrungäpunfte (D) mit bem SJUttelpunfte J ber ©eljne AB, 
meldje ©erabe ben Äreiä in G fd&neibe, fo ift bie SBerbinbungSÜnie OE 
ber ©efante PAB parallel. 

Sem. CS*8- 51 )- SBcrbtnbet man G mit A, B, D, E, fo erhält 
man, ba biefe fünfte bie ©den eines Ijarmoniföen ÄreiStuereäS finb, 
4 fjarmonifdje ©trafen; e3 muß alfo AB von biefen ©trafen in 
4 ^armonifd&en fünften gef$nitten werben. 35a nun GD burd) ben 
3ftittelpunft J von AB ge^t, fo mufe ber ju GD ober GJ Ijarmonifdjj 
konjugierte ©traf)l parallel 511 AB fein, b. $. GE II AB. 2)a3 SBefent* 
lid^fte l)ier ift bie Senufcung ber ©genfdjaft, ba& ABDE ein l^ar* 
mouifdjea SSiered ift. 

©rgänjung. ßieljt man ^urä) P eine jtteite ©efante PCF, fo er- 
hält man ein jroeiteä ^armonifdjeä SSiered CDFE. ©ie äJerbiubungS- 
Unten mit G geben 4 tyarmouifdje ©trafen, von benen GE unb GP 
unt>eränbert bleiben. 2)arauS folgt, baft bie @<$nittpunfte K unb L 
von GP unb GC mit AB fol$e fünfte finb, roeläje von J gleich roeit 
entfernt finb; e§ ift KJ = JL. 

3>n biefem ©a|e liegt offenbar eine ©rroeiterung be3 ©a|e§ Str. 43. 
87, 3n jebem einem Äreife umfdjriebenen SSierecf liegen bie 3JHttel= 
punfte ber diagonalen mit bem 3Jttttelpunfte be§ SnfreifeS in einer 
(Seraben. (SJteroton.) 

Sem. ($ig. 52). ABCD fei ba3 Stereo mit ben diagonalen AC 
unb BD. SDa baSfelbe einem Greife umgefdprieben ifi, fo befielt bie 
SBebingung AB + CD = BO -+- AD. @ine Umformung biefer S5e= 
bingung ift AB— BC = AD— CD. $n einem 2)reie<J wirb bie 
©ifferenj von 2 Seiten burd) bie Entfernung beä SBerttljrung3punfte§ 
beä 3nfreife$ auf ber britten ©eite von bem 93erül)rung3punft be3 ber 
©eite angeljörigen 21nfreife8 gebilbet. Qiifytn wir alfo bie ©fagonale AC 
unb jeidjnen in ben ©reieden ABC unb ADC bie 3ttfr*ifc unb bie jur 
©eite AC gehörigen Slnfreife in biefen 2)reiecfen, fo muffen bie 33e= 
rtiljrungSpunfte auf AC in ben beiben S)reieden biefelben fein. S)iefe 
Serü^rungSpunfte feien E unb E,, ferner P ber SWittelpunft be§ 3n= 
freifeä, F, ber 3Rittelpunft be3 }u AC gehörigen Sttufreifeä in ABC, 
G unb G, bie 2ftittelpunfte ber entfpredjenbeu 93eritl)rung3freife in 
2)reie<i ACD. ßieljt man nun BE, BE„ DE, DE,, bann roerben 
biefe ©eraben bie angegebenen Äreife nod) fd^nelben, unb jroar BE ben 
Are« F, in H„ BE, ben Äreiä F in H, DE ben Are« G, in K„ 
DE, ben firei& G in K, meiere fünfte bie ©egenpunfte ju E,, E ber 
Greife finb. — 3ie$t man bann AF unb AF,, fo erhält man bie 
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a$nli$en SDrctedte AEF unb AF,E,. 9Jtan nrirb leidet einfeuert, bafe 
fte ctyulidf) ftnb, weil fte in 2 SBinfeln übereiuftimmen. 

©efct man alfo EP = p, E,F, = p,, fo finbet man bie SRelation: 

pp, = AE, • AE = AE • EO. 
©inb a unb a, bie Labien bet SBerüljrungSficeife in ACD, fo ift ebenfo 

a • of! = AE • EC, alfo pp, = as, , ober 
2p :2 a, = 2a:2p„ b. I). EH:E,K, = EK:E,H,. 
©<$netbeu ftdj nun EK, unb E,H in L, EH, unb E,K in N, fo folgt 
wegen ber Siftmlidtfeit leidet ju bejtimmenber S5reiede 

E,L:LH-E,K, :EH, 
E,N:NK = E,H I :EK / alfo 
ba E,K,:EH = E,H,:EK ift, fo folgt: 
E,L:LH = E,N:NK, unb ^ierauS LN II HK unb LN ± AC. 

S)ie Halbierungslinie beS SBinfelS B ge$t bur$ F, ben 3JHttelpunft 
üon EH, alfo ba L unb N auf BH ober BE, bej. DE, liegen, fo 
geljt BP unb ebenfo and) DG burdj) ben SJtittelpunft Q t>on LN. S)a 
BP unb DG aber 2 SBtnfel beS SBiereäS halbieren, fo ift i^r ©d^nitt= 
punft ber 3Jtittelpunft beS ^nfreifeS dou ABOD. 

2Bir fönnen nun BE, BE„ DE, DE, als 4 (Seiten eines t>oll= 
ftänbigen SBierfeitS anfetyen mit ben <$,ätn BDEE,LN, beffen S)iago= 
nalen BD, EE„ LN finb. 3ft P ber 3Jtittelpunft Don EE„ R ber 
2JMttelpun!t BE, fo liegen P, Q, R (9h:. 71) in einer ©eraben, P ber 
2ftittelpunlt von EE, ift and) ber 3Jtittelpunft von AD unb bamit 
ber ©a$ bemiefen. 

33 em. SDie Jpauptmomente bei biefem SBeroetfe finb folgenbe: 
AE, = EC, roo E unb E, bie SerüljrungSpunfte von 93erül)mug3= 
freifen in ben SDreiedfen ABO unb AOD finb. SDattn BHE, BEH,, 
DEK,, DKE, in geraber fiinie; enblid^ audf) bie 3lnroenbung beS ©afceS 
t>on ben 2ftittelpunften ber diagonalen eines DoHftänbigen S3ierfettS. 

e) ginige ©ä|e über 3)reieäe, bereu ©runbgebtlbe befonbere 

©ejieliuug tyaben. 

88. £te Seiten eines TreiecfS ABC roerben von einer £ranS= 
t)erfale in X, Y, Z gef d)mtteu; errietet man in biefen Sßtmften Sote 
ju ben entfpred&enben ©eiten, fo fd&liefcen fte in ©reieä A'B'C ein, 
baS äfjnltdf) ABC ift. SDiefe beiben SDreiede ftnb foHinear unb jroar 
fällt baS ÄottineationScentrum mit einem ber fünfte jufammen, in 
benen bie ben beiben 2)reieden umfd&riebenen Äreife K unb K' einanber 
fd&neiben. SBerbinbet man bann ben jmeiten ©djnittpunft biefer fireife mit 
ben ddtn beS SDreieäS ABC, fo f^neiben biefe ©eraben ben UmfreiS 
von ABC in 3 fünften A"B"C", bie ein ©reieä bilben, bereu ent= 

SB. §u$rmann, ©9ni$ettfc$e »eweife. ö 
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fprec&enbe ©eiten ebenfalls fenfred&t ju ben Seiten von ABC ftnb; 
bie Umfreife von ABC unb A'B'C fd^netben ftd& red&tnnnflig. 

S3ew. (giß- 53). 2>afe bie SDreiecfe ABO unb ABC einanber 
äljnlidf) ftnb, folgt leid&t au3 ber Setrad&tung ber SBinfel; fie liegen nid^t 
ä§nli$, wie erfid&tlidj) ift, bagegen aber fottinear, ba bie ©$nittpunfte 
ber entfprec&enben ©eiten in einer ©eraben liegen. 63 mögen fidj nun 
AA' unb CC in F fdjjneiben, bann gel)t natürlich au$ BB' burdfj 
benfelben *ßunft. SDa AZA'Y ein ÄreiStriereä ift, fo folgt A(ZA') = 
Y(ZA'). @benfo folgt Y(XC') = C(XC), alfo ba A(ZA') ber SBinfel 
A(BP') unb C(XC) ber SBinfel C(BP') ift, fo folgt A(BF) = C(BF); 
alfo liegen ABCF auf einem Äreife. ©<$on sortier ifi bemerft, bafe 
BB'P' in einer ©eraben liegen, alfo ba F(BC) = 180° - A(BC), fo 
ift F(BC') = A(BC) = a; ober ba P(B'C') = a, fo liegt F auf bem 
Umfreife von A'B'C. 

SDie Umfreife von ABC unb A'B'C mögen fidj) jum jroeiten 3Me 
in P" fd&neiben, ferner F'A, P 'B, F'C ben UmfreiS t)on A'B'C in 
A", B", C" fd&neiben. @* ifl bann A(P"B) = F(P"B) = F(F'B') = 
A'(P"B') ober alfo A(F'Z) = A'(P"Z), fomit AA'ZP" ein Ärei&rier* 
e<f, barau* folgt Z(AA') = P"(A A') = 1 R, alfo au* P"(A'A") c= l R, 
alfo A'A" ein S)ur$mejfer im Umfreife üou A'B'C, ebenfo natürlidjj 
B'B", CC", baljer A"B" II AB', ebenfo B"C" II B'C, CA" II CA'. 

3ieljt man bann in P" bie Tangente an ben Umfreiä t>on ABC, 
fo möge biefelbe mit P'P" ben SBinfel a> bilben; e3 ift bann <o = C(PT"). 
ßie^t man in P" bie Tangente an ben UmfreiS von A'B'C, unb tfi 
a>' ber SBinfel berfelben mit FP", fo ift co' = C(P'P"), alfo co -+- «>' = 
C(PT") + C(FP") = 180° - P"(CC) = P"(CC") = 1 R. 

SDa alfo bie Tangenten einen redeten SBinfel bilben, fo fdfjneiben 
ft$ bie Äreife red&tminflig. 

SDafc bie ÄottineationSadjjfe von ABC unb A'B'C ber ©imfonfd&en 
©eraben Don F, bie ÄoltineationSad&fe von ABC unb A"B"C" ber 
©imfonfd&en ©eraben von P" parallel ifi, fei nodj) nebenbei bemerft, 
woraus nodf) folgt, bafe bei einer Sßarallefoerfdfjiebung ber ÄottineationS* 
a$fe XYZ ber Sßunft F unoeränbert bleibt, mä^renb natürlich fiel) P" 
unb bamit bie ßottineartonSadjtfe t>on ABC unb A"B"C" t>eränbert 

89 # SBeun man in 33ejug auf einen ÄreiS ba3 Sßolarbreieä (b. t). 
ba3 2)reie<f, beffen @cfen bie $ole ber ©eiten be$ erften 25reie<f3 fmb) 
beftimmt, fo finb bie beiben SDreiecfe foHinear. 

S3em. @» fei (gig. 54) ABC ba3 urfprünglid&e 2>reie<f, A'B'C 
ba« Sßolarbreiecf, alfo A ber *ßot von B'C u. f. m. @3 mögen ft$ 
bann BB' unb CC in S fd&neiben unb A'B'CS fetjen mir als 
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bte Mm eines twttftctnbigen SBieredS an. 2Bir machen t)on ber ©gen* 
fd^aft ©ebraudf), bafj bte ©eiten beSfelben bur<$ eine XranSoerfale in 
ben fünften eines SjSunftefgftemS gefd&nitteu werben. 2lls fold&e SranS- 
Dermale fönnen tute eine ©eite beS urfprßnglid&en ©reieds anfeljen, wir 
tofityen bajn BC, injofern S burd& BB 1 nub CO' beftimmt ift. 
@S föneibet B'S bie ©eite BC in B, A'C biefc ©eite in E, baljer 
finb B unb E ein Sßaar f onjugierte fünfte beS SßuuftefyftemS. ©cijneibet 
A'B' bie ©eite BC in F, fo finb C nnb P, ba CS bur<$ C ge$t, 
ein ebenfalls Sßaar. ' ©Reiben enblid? A'S nnb B'C bie ©eite BG 
in K nnb H, fo ftnb biefe ebenfalls ein foldjeS *ßaar. 5hm liegt E 
anf ber polare t)on B, P anf ber polare t>on 0, ba^er gehören bte 
fünfte B nnb E, C nnb F bem Sßunftefpftem an, baS ber ©eraben 
BC in Sejug auf ben ÄreiS angehört, ©n fold&eS *ßunfteft)ftem ift 
burdj) 2 Sßaare beftimmt, unb ba H unb K ein fonjugierteS Sßaar beS 
SßunftefpftemS ift, fo ge^t bie polare von H burä) K; biefe mufc aber 
au$ burdf) A 1 getjen, ba H auf ber polare von A' Hegt, unb KA' ift 
bie polare von H. 2>a H aud) auf BC liegt, fo mufc bie polare 
burdf) A, ben $ol von B'C ge^en unb KA ift bie ©erabe AA', bie 
alfo ebenfalls burdj) 8 gefjt. 

33 em. 2>er Äernpunft beS SeroeifeS liegt barin, bafe baS 5punfte- 
fpftem, baS burä) bie ©den eines Dottftänbigen SSieredS Ijier beftimmt 
roirb, in Übereinftimmung gebraut wirb mit einem Sßunftefyftem, baS 
einer ©eraben in Sejie^ung auf ben ÄreiS angehört. 

90. ©a| von 3lr|t. S)ie 93rion$oufdj)en fünfte t)on 2 perfpef- 
titrifd) liegenben ©reteden, bie benfelben ßreiS berühren, liegen mit i^rem 
ÄottineationScentrum in einer ©eraben. 

Sern. ($ig. 55). es feien ABC unb A'B'C bie beiben ®reiede, 
roeld&e fottinear finb unb juglei<$ benfelben ÄreiS berühren, bie 93e- 
rü^rungSpuutte feien bej. a, ß, 7 unb et', ß', f. @s mögen fi# ferner 
AB unb A'C in D, AC unb A'B' in E fd&neiben, Z baS JMineationS-- 
centrum ber beiben 35reiede unb g ityre ÄottineationSadbfe fein, enblidb 
J unb K bie 33rian$onfd6en fünfte ber beiben Sreiede. 3 unä # 
ge^t DE burdf) Z, benn eS ift BCEB'CD ein ©e$Sed um ben ÄretS, 
roortn alfo BB', CO' unb ED bie Jgauptbiagonalen finb. gerner ift 
AEA'D ein Sierfeit um ben ÄreiS ober audf) ADA'E, roobei AA' 
unb DE bie diagonalen finb; bie SSerbinbungSlinien ber Serü^rungS- 
punfte ber ©egenfeiten, b. I). tyier 77' unb ßß' geljen burdj) benfelben 
©c&nittpunft, b. I). alfo bur# Z. 33etradf)ten mir nun bie SDreiede BC? 
unb B'CY, fo finben mir, bafe fte fottinear finb, ba bie SSerbinbungS* 
linien BB', CC, tf bur<$ benfelben Sßunft Z ge^en; eS liegen alfo 
bie ©e^nittpunfte ber entfpredjjenben Seiten in einer ©eraben, bieS ift 

6* 
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i)ter BC-BC ober F, Bf - B' T ' ober G, C T - CY- $><* B? unb 
BA, B'i unb B'A' biefelben ©eraben finb, fo folgt alfo, bafe bie 
ßoffineationSad&fe bie ©erabe g ift. 3)a3felbe ftttbet mit beu SDreieäen 
BOß unb B'C'ß' ftatt. 2>al)er ijaben aud& bfe Sreiecfe BCJ, B'C'K 
biefelbe JtoDtneationSadtfe, benn BO unb B'C bestimmen F, BJ ift Bß, 
tote B'K bie ©erabe B'B', unb CJ bie ©erabe C?, CK bie ©erabe 
OY ift. SDa alfo bie SDreiedfe BCJ unb B'C'K foffinear ftnb, fo 
fdfjneiben ft$ BB', OC, JK in einem fünfte, ba3 ift aber Z. 

Sem. 35er Aernpunft beim ©eroeife ift, bafc man ben ©d()ttitt= 
punlt t>on 2 ©eraben audj) ate ©d&uittpunft ber einen ©eraben mit 
einer britten anfefjen faitn, bafe eine bnrd; 2 fünfte beftimmte ©erabe (9) 
au$ burdj) anbere fünfte beftimmt gebad&t werben fann. 

91. ©afc Don ©d& röter. @S feien (gig. 56.) A , B , bie 
2Jiittelpunfte ber ©eiten eines ©reiedte ABO, A,, B,, C, bie .^ö^enfufc 
punfte, a, ß, y bie ©d&nittpunfte (B C, - CqB,), (C A, - A C,), 
(A B, - B A,); «„ ß„ Tl bie ©d&nittpuufte (B C - 6,0,), (C A - 
C,A,), (A B _ A,B,), M ber 2ftittelpunft be3 UmfreifeS, H ber 
©d^nittpunft ber £öljen, P ber 2ftittelpuntt beS geuerbac&fd&en ÄreifeS; 
bann finben folgenbe Steuerungen ftatt: 

1. Sie fünfte a, ß, ? liegen auf ber ©eraben HM, 

2. SDie ©eraben Aa,, Bß,, C?, ftnb parallel unter ftd^ unb fenfc 
red&t ju HM. 

3. S)ie fünfte a„ ß„ T „ A bej. ß, 7,, «,, B; T , a„ ß„ C ftnb 
auf einer ©eraben. 

4. <*i, ßi, Ti bilben ein tyarmonifdjjeS Tripel in 33ejug auf ben 
geuerbadjrfd&en Ärete. 

5. SDie ©eraben Aoa,,B ß„ O Ti ge^en burdfc benfelbeu Sßunft P, 
A,a,, B,ß„ C,t, burdf) benfelben Sßuuft F. 

6. SDie fünfte P unb P' liegen auf bem geuerbad&fd&en Greife. 

7. SDie ©d&nittpunfte (AB - a 1 p l ) / (BO - ß lTl ), (AO - a lTl ) 
liegen auf ber ©eraben PP 1 . 

89 en>. (gig. 56). 

1. @3 feien A f , B f/ C f bie 3JUttelpuufte uon AH, BH, OH, bann 
ift belannt, baf$ ber geuerbad&fd&e ÄreiS bur<$ biefe fünfte geljt, unb 
bafe ftdf) A A f/ B B f , C C f in P fc&netbeu. 2Bir betrauten nun baS 
©ed&Seä BoC^CoB^,; ba baäfelbe einem ßreife eingefd&rieben ift, fo 
fd^neiben jtdj) bie ©egenfeiten in 3 fünften einer ©eraben, b. jj. 
(B C, -C B,) ober a, (0,C f ~B,B f ) ober H, (O f C -B f B ) ober 
F, b. I). a liegt auf HP ober HM. (gbenfo lägt ftd& bie$ natürlich 
von ß nnb 7 beroeifeu. 
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2. 25ie fünfte Aaa, bilben in 33ejug auf ben geuerbadjjfdfjen ÄreiS 
ein Jjarmonifdije8 Tripel; alfo ift Aa, bie polare dou a; ebcnfo Bßj 
bie polare von ß ^Cfy, bie polare von 7; aU fold&e finb fic fenfredfjt 
ju bem 2)ur$meffer, auf bem a, ß, 7 liegen, b. $. auf HM. 

3. unb 4. ©3 ift AqBoC^A^Co ein ©ed)3ecf im Äreife, baljer 
Regen (AoB - A.B,), (B C, - B,C ), (0, A, - C A ), b. $. T i, «, ßi 
in einer ©eraben, ebenfo natürlich ß, ?,, «,; 7, a„ ß,. 

©d&neibet nun B,C, bie ©eite BC in A 3/ fo wirb BC burd& 
A,A 3 ^armomfd^ geteilt, ebenfo wirb BC bur<$ A unb ben Sßunft 
unenbli$ $armonif$ geteilt. 2)a§er ift ba3 83üfdf)el C (C,BA °o) 
J)armonif$, ebenfo C,(CBA,A 3 ). SDie ©trafen C B unb C,B fallen 
jufammen; alfo . muffen bie ©djmittpunfte ber 3 anbern ©trafen in 
einer ©eraben liegen; baS finb (C C — C,C), (CoAo — ^A,), (C °o 
— C,A 3 ) ober C, ß,, a,. ®3 ift felbfioerftänblicfc, bafe ebenfo A, ß„ a,; 
B, 7,, a, in einer ©eraben liegen. 

£>a a, ß„ Yj in einer ©eraben liegen, fo fabelt mir auf biefer 
©eraben alfo nodf) ben Sßunft A; ebenfo liegen B, ß, 7,, a, unb C,7, a,, ß, 
auf einer ©eraben. 

Aa ober; ß,7, ift bie polare von a, (2), ebenfo 7, a, bie polare 
bon ß,, alfo ift a,, ß,, 7, ein §armonifd&e$ Tripel. 

(5 u. 6). ©e^eu 2 ©eiteu eines in einen ÄreiS gejetd&neten £>reie<fö 
burd) je einen Sßunft eines Ijarmonifdjen £ripel8 beS ÄreifeS, fo getyt 
bie britte ©eite burd& ben britten $unft be3 Tripels. @& f^neibe nun 
B ßi ben geuerbadf)fdf)en ÄreiS in P, bann ift B C P biefem Greife ein* 
gejeidjjnet; Ijier ge^t B C bun$ a,, B P bur<$ ß,, alfo mufe C P 
bur<$ 7, ge^en ober mau fann fageu, es fd^neiben ftdji B ß, unb C 7, 
in einem Sßttnfte P be3 geuerbad&f<$en ÄreifeS. (£8 ifi Kar, bafe au$ 
A a, burd& biefen Quillt getjen mufc. 

©djjneibet B,ß, ben geuerbadf)fd&en ÄreiS in P', fo Ijat man ein 
jroeiteS SDreied B,C,P', ba3 biefem Äreife eingejeid&net ift. 2)abei gefjt 
8,0, bur$ a„ B, P' burd& ß,, alfo geljt C,P' burdj) 7, ober e3 
fd&netben ft$ B,ß, unb C,?, in einem fünfte F be8 geuerbad^fd^en 
ÄreifeS. 35afe audj) A,a, burdj) ben Sßunft geljt, ift Kar. 

7. SBir betrauten SSiercrf A A,FP. 3)a A,P' unb A P ji$ in a, 
fdfjneiben, fo mufe ber ©d^nittpunft von PF mit A A, auf ber polare 
von «, liegen, b. % ber ©dj)nittpunft A 2 t>ou ß.-y, mit BC liegf auf 
PF. 2)a3felbe gilt von ben ©djmittpimften B 2 unb C 2 t>on 7,0c, mit 
CA unb a,ß, mit AB. 

@3 ift leidet eine 2Kenge anbcrer Folgerungen nodfi anjufd^iefeen, 3. 3}. 

A,P unb A P' mögen ficb in a 2 , B, P unb B F in ß 2 , C,P 
unb C F in f 2 fd^ueiben; bann fielet mau, bafe a x a 2 , ß,ß a , w 2 bie 
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polaren von A 2 , B 2/ 2 ftub; biefe ©eraben muffen fic£ alfo in einem 
Sßunfte fdjjneibeu, nämlidf) in bem ^ßole biefer ©eraben, b. $. ber @e= 
raben PP\ @3 mufe aud& a 2 auf ber polare von a, b. $. auf Aa 
liegen; ebenfo liegt ß 2 ftuf Bß, ^ auf Oy. 

83etrad(jtet man baä ©ed&Sed Cy^PCjBoF, fo ergiebt ft$ au* 
bem ©afce t>on SßaScal, baf$ a, ß 2 , 7 2 in einer ©eraben liegen, alfo 

«td& ß/T2/«2; T/ a 2, Pa- 

Stuf weitere Folgerungen, bie bur<$ biefelben 2ftittel erhalten werben 
lönnen, lann üerjidjjtet werben, ba in ben obigen ©ä$en ber ©ebraud> 
berfelben gejeigt ift. 

92. ©afc von Steine r. ©inb irgenb 2 in einer ©bette liegenbe 
£)reiede fo befd&affen, bafe, wenn mau aus ben @dkn beS einen bie 
Äote auf bie ©eiten be£ anbern in irgenb einer Drbuung genommen 
fällt, biefe fid) in einem fünfte fd&neiben, fo fcfcnetbeu fidf) aufy bie- 
jenigen Sote, meldte in entfpredjjenber Drbuung au% ben ©den be$ 
jweiten 2)reted3 auf bie ©eiten beö crfleu gefaßt werben, in einem 
fünfte. 

9Ran fann biefen ©afc auä) fo auf f äffen: 

ftäUt mau aus irgenb einem Sßunfte P in ber Sbene eines ®rei- 
eds bie fiote PD, PE, PF auf bie ©eiten, in welken Soten man 
irgenb 3 fünfte D, E, F als ®dtn eiltet SDreiedS annimmt uub fällt 
auf beffen ©eiten von ben $äm beS ©ruubbreiedS bie Sote in ent= 
fpred&enber Drbuung, fo fdjmetben ft$ biefelben in einem fünfte Q. 

0limmt man ferner in äfjnlid&er SBeife ein neues S)reied D'E'F' 
an, beffen Gldtn in benfelben fiotett von P liegen, fo wirb ju biefem 
S)reied tu gleicher SBeife ein Sßutrft Q' gehören; alsbaun liegen bie 
3 SDurd&fd&nittSpunfte a, ß, ? ber 3 Sßaare entfpred&euber ©eiten ber 
2 2>reiede DEF uub D'E'F' in einer ©eraben, weld&e jur ©eraben QQ' 
fenfred;t ift. 

S5ew. (gig. 57). 3Jian betreibe aus ben Sßunften ABO «reife, 
fo ba& PD, PE, PF bie ^otenjltnie *u je 2 «reifen ftnb. SDieS ift 
natttrlidf) auf mefjrfad&e SBeife möglid^i. 2>er erfte «retS ift beliebig, bie 
anbern werben bann natürlich beftimmt. ©dalägt man 3. 33. von B 
einen «reis, ber PD in K unb J fd&neibet fo wirb man von ben 
«reis legen, ber ebenfalls burdf) K unb J gejjt. SSon F fd^lägt matt 
alsbaun ben «reis, ber ben um B red&troinflig fd&neibet. 2>er um A 
gelegte «reis, ber biefen wieber red&twinflig fdjjneibet, ift ber britte ge* 
fud&te «reiS; beim offenbar ift PF bie Sßotengtinie ber «reife um A unb B, 
ba PF ± AB ift, unb ber um F gelegte ÄreiS bie «reife um A unb B 
red^twinflig f$neibet. S)er «reis um A Ijat aber aud& mit bem «reife 
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um C bie ©erabe PE atö Spotenjltmc, beim burd) P mufj biefelbe 
ge^cn unb fenfred&t ju Aö mufe fie audf) fein. SSon E läfit ft$ alfo 
ein Ärete legen, ber bie Äreife um A unb C redjrtnrinflig fd^neibet, 
ebenfo um D eiu foldjjer, ber bie um B unb C redjjtnrinfltg fdj)neibet. 
®ie *ßotenjlinie ber Greife um E uub F ift alfo ba3 von A auf EP 
gefällte Sot, ebenfo bie spotenjliuie t)on F unb D baä oou B auf FD 
gefällte Sot, enblicfc bie Sßotenjlmie von D unb E baS von C auf DE 
gefällte Sot. SDiefe Sote müjfen nad& bem ©a|e, bafe bie 3 Sßotenjlinien 
oon 3 Greifen fi$ in einem fünfte fd&neiben, burd& beufelben ^Junft Q 
gelten, melier baS Sßutenjcentrum ber 3 Äreife um D, E, F ift. 

Sit äljnlid&er SBeife läfet fid& t>om £reieä D'E'F jeigeu, bafc bie 
fiote von A auf E'F, dou B auf FD', von auf D'E' fid^ in einem 
fünfte Q' fd&neiben, melier baä Sßotenjcentrum von 3 Äreifen D', E', F' 
ift, roeldfje je 2 ber Äreife um A, B, C rec&tnrinflig fdjjneiben. 

S)ie fcreieefe DEF unb D'E'F' finb foffinear, ba fid& DD', EE', 
FF' in bem fünfte P fd^ueiben; ba^er muffen bie ©dfjnittpunftc 
EF-E'F' ober a, FD -F'D' ober ß, DE- D'E' ober ? in einer 
©eraben liegen. 

Um Q unb Q' benfen mir un% bie Drt^ogonaHreife gefdfjlagen in 
SJejug auf bie Äreife D, E, F unb D', E',*F. @S jfd&neibet bann bei- 
trete um E unb ber um F beu ßreiS um A uub ben Drtljogonattreiä 
um Q redDtroinflig, alfo ift EF bie ^ßotenjlinie ber beiben Greife; ebenfo 
ifi E'F bie 5ßoten}linie ber Äreife um A unb Q'. £er ©d&nittpuntt a 
!jat alfo gleid&e Sßotenjen in Sejug auf Q unb Q', liegt fomit auf ber 
Sßotenjlinie biefer Äreife. 2)aSfelbe läfet ftdf) ebenfo von ben fünften ß, 7 
beroeifen, alfo ift aß? bie ^otenjlinie 4er beiben Äreife um Q unb Q', 
mufe batjer anü) fenfred^t jur Centrale QQ' liegen. 

Sern. S)er Äenipunft be3 93eroeife3 ift flar. 9hm fann rooljl 
mancher ber Greife imaginär fein (Ijter j. 33. ber nm D), bo$ nrirb 
babur$ bie ©djjlufcfolge nidjjt unri^tig gemad&t, ba einem imaginären 
Greife immer reelle SJejie^ungen ju ©rimbe liegen. 

93. Über bie Regierungen eines ©runbbreiedte ju bem SDreiedf, ba3 
man erhält, roenn man bie SBerüljrung&puufte ber Stnfreife auf beu 
©eiten, bie ni#t bemfelben angehören, tjerbinbet. 

1. SDie SBerbinbungSlinien ber entfpredjjenben dätn geljen burefc ben 
£öl)enfd&nittpunft be3 ©runbbreiedfö, ber ba^er baS iMineationScentrnni 
ber beiben Sreiecfe ift. 

Sem. (gig. 58). £a8 2)reie<i fei ABC, bie gjUttelpunfte ber 93e= 
rityrungSfreife feien na$ alter üBejeid&nung 0, O', O", O'", bie 93e= 
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rüljrungSpunfte bej. O a , O a ' tc. ; ferner ba3 bur<$ bte SBerbinbungSlinien 
(VO b ', O a "0 ", O b "O a '" beftimmte 2)rciccf aß T . S)a 0"0"' -L AO, 
ebenfo '0 b ' ± AÖ unb ßy ber ßage na$ bte ©erabe O c 'O b ' ift, fo 
ift 0"0"' II ßy, roorauS weiter folgt, ba für bie anbern Seiten @nt* 
fpred&enbeS gilt, bafc aß T ~ O'O'O" ift. 

2Bir bejet^nen ferner ben ©$nittpunft t)on 0"0'" unb a? mit a„ 
ben ©d&nittpunft von 0"0'" unb aß mit a 2 , unb benfen un3 bie ent- 
fpredjenben fünfte ß,, ß 2 , Ti, T2 beftimmt; enbli$ föneibe AO' bie 
©erabe ßy, ju ber fte fenfred&t ift, in A', ebenfo BO" bie ©erabe ßy 
in B', CO" bie ©erabe aß in 0'. 

@8 ergiebt ftdj, wenn mir gang tote früher bie Stabien ber 33e* 
riiljrungSfceife unb bie SBinfel be$ 2)reiedfe ABO bejeid&nen, 

0"B' = p"sin J-. 

& ift bann 0>,B') =i benn im S)teied BAO" ift B(AO") = |-, 

A(BO") = 90- + -J-, fomit a,B' - p"sin -|- tg i =p tg ^ tg -^~ 

sin -|- = (p— a) sin -|-. SSerbinbet man aber O a '" mit O c "', fo ent= 
fte^t ba3 glei<$fd&en!lige 2)rcicd BO a '"0 "' mit bem SBiufel 180° - ß 
an ber ©pifce, alfo -|- an ber ©runblinie. 3)ie ^ö^e biefeS 2)reie<fS 

fei BV; ba nun BO e '" = p-a ift, fo ift BV = (p— a) sin |-, alfo 

BV = a ,B'. ®a O a '"O c '" II BO ift, fo folgt megeu BV = ai B', bafe 
O a "'O c '" bur$ a, ge^t unb aiifeerbem O^lq ober 0"'a, eine 
£ö$e im SDreieä O a '"O a "a ift. 

©benfo läfet ft$ jeigen, bafc O a "a 2 eine jroeite £ölje biefeS S)reie<f8 
ift, roobei ba3 gletd&fd&enflige SDreted CO a "O b " benufct nrirb. SDiefe 
beiben ©eraben O c '"a, unb O a "a 2 muffen ft<$ alfo auf ber britten £ö§e 
beS 2)rete<jfö O a "'O a "a fc^neiben. S)a a,a 2 bie SBerbinbungälinie ber 
gö^enfufepunfte ift, fo mufc biefelbe bie ©erabe O a "O a "' in bem fünfte 
fd&neiben, melier ^armonifd^ foujugiert ift jutn Jpöljenfufepunfte be3 2)reu 
cdfö in üBejug auf O a "O a ". £er ©d)nittpunft ift nun ber Sßunft E', in 
meinem bie ipalbierungSlinie beS Slufeenroutfela an ber @de A, benn 
a i a 2 ift ja biefe ipalbierungStinie, bie Seite BO trifft. S)er Jjarmonifä 
fonjugierte ju E' in Sejug auf O a "O a '" ift aber ber ^öljenfufepunft 
oon A auf BC. ®a3 oon a auf O a "0/" ober BC gefällte fiot ge$t 
alfo bur$ ben ißöljenfu&punft H a oon A auf BO, ober alfo, ba man 
in H a nur ein Sot ju BC §at, es ge^t ba^ von a auf BO gefällte 
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Äot bur<$ A ober aA geljt bur<$ bcn igötjenfdjnittpunft H be3 SreiedS 
ABO. @benfo gefeit natürlidf) au<$ ßB unb ?C bur<$ H. 2)ie Sreiede 
aß? unb ABC finb alfo fottineor unb ber iQöljenfcIjnittpunft H von 
ABC ift baS ÄoHineatiouScentrum. 

2. S)er fcö^enfdjmittpunft H von ABC. ift ber 2Äittelpunft beS 
ttmfreifeS von aß?. 

93ett). @S ift aßy ~ aO a "O a ", aber umgefeljrt in Sejug auf bie 
(Sde a liegenb; bafjer Ijat eine ©dtranäuerfale in bem einem 2)reied 
bie SSebeutung ber ©egentranSoerfale im anbern 2)reted. 

SDa aA in aO a 'O a " bie $d$e ift, fo ift biefelbe ©erabe in aß T 
ber 3)urd^meffer be3 UmfreifeS, ebenfo finb ßB, 7C S)urdf>meffer be3 
UmfreifeS tum aß T . ®a fie ft<$ in H fäuetben, fo ift H ber bittet 
punft be£ UmfreifeS. 

3. 3)er 3tabiu3 be3 ttmfreifeä t>on aß? ift 2 r + p (r 3tabiu3 be3 
UmfreifeS t>on ABC). 

Sern. aA : AO b '" = sin ^90° 4- -J-) : sin -J = cos -|- : sin -|-, 
alfo «A = (p-b) cot -1 = p', cbcnfo ßB = p", T C = p'". 

SBir finben f omit aH = p' + 2 r cos a = p + 4r sin 2 -^ + 2 r cos a 

= 2r + p, ebenfo ßH = 2r + p, 7H = 2r + p, ba aH unabhängig 
von a ift. 

4. SDie bem 2)reied aß? einbefd&riebenen 2)reiede a,ß,Y! unb 
a 2 ß 2 T2 Rnb einanber fongruent unb bemfelben Äreife embefd&rieben. 

Sem. ®» ift (V'Bß, ^ CO a " T2 , ba 0/"B = CO a " ift unb bie 
entfpred&enben £)reied3feiten parallel finb; ba^er Bß, = O a "Y 2 unb au<$ 
parallel, fomtt ß,T 2 II BO a ", ß,T 2 II BC, ebenfo -Ti« 2 1 CA, a,ß 2 II AB. 

£)a a,a 2 O a '"O a " ein Äreteüiered ift, fo au$ a^ß,^, w*tt bkä 
aSiered mit bem erften biefelbeu SBiufel l)at; ebenfo ift a 1 a 2 ß,ß 2 ein 
Ärei&nered. @3 ift uämli$ a,7 2 Y,ß 2 ein ÄreiStriered, unb a 2 ß, II TiTa^ 
alfo au$ a,a 2 ß,ß 2 ein Äretemered. 3 fünfte ber Ärei3t>ierede, nämlid) 
«i , «2/ ßi fi"b biefelben, bafjer liegen alle biefe Sßunfte auf einem Äreife- 

3)aj} bann a, ß, = a 2 ß 2 ift, folgt fofort barauä, bafe biefe 4 fünfte 
ein Xrapej bilben. Statürlid^ mufe au<$ ßjj ■= ß 2 ? 2 unb ^a, = 7 2 a 2 fein. 

5Die SBeredfrnung ber hängen fu^rt natürlich ju bemfelben Sftefultat. 

<£§ ift a 1 ß 1 2 = a I V 2 +Vß 1 2 , 
a,V = BB' = pcos -|-, 

0;"p, : O a '"B = sin ($0° - -|-) : sin (9O - -j), alfo 
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(p-a)cos|- 
0.'"ß, = - alfo ß 1 V = (p-a)cos-|-.tg-2- = pcos-| 



cos T 
Olfo a, V 2 + Vß, 2 = (p 2 + p 2 ) cos» -|- = «^, 2 ; 

tfenfo ßfft 2 = (p 2 + p 2 ) cos 2 -1, W = (p 2 + p 2 ) cos 2 y ; 

man fic^t fnerau« nodp, bafj bie SBinfel beS £reiecl8 «iß,?, ftnb: 

90° -y, 90° - |-, 90<> _ JL Ultb Jn)ar 6ei bm g,j en ß^ Ti/ aj> 

3tttttt berocift bieS freiließ auefj anberS. 

«iCPiTi) = T.(PiTi) = C(BO') - 90°-- 1 je. 

©benfo ift: ä7£ 2 = a^T 2 + W, wenn V ber 3Kittelpunft oon 
0/'O b " ifi. 

«.V = CC = p cos -1-; 

. a 
sin-ö- 

V'y 2 = 0."y 2 • sin y = (P ~~ ») . cos -|- = p cos "I", alfo 

C0S T 

«ä~ 2 2 = (p 2 + p 2 ) cos 2 -^-, fo bafe bie SBinfel 90° - -£-, 90° - %-, 

90" - -I- bei beti @<Sen t 8 , «2, ß 2 ftnb. 

2>ie &reie<Je a, ß, y, unb « 2 ß 2 f 2 fmb alfo aßr äljnliä?. 

5. 2>ie ÄoHineationSadjfe ber S)reiecfe ABO unb aß? ifi fenfte^t 
jur SBerbinbungSitnie be8 &ö$enfdjmttpunft$ H mit bem 2RitteIpunft O 
beS Snrretfeg. 

Sern. SBcfanntti^ föneiben fä AO.', BO b ', CO.'" in einem 
fünfte, bem 9tagelfä?en fünfte, fcieraug folgt weiter, bafe "'O b " 
bie ©erabe BO in einem fünfte X föneibet, ber mit O.' bie ©tretfe 
BO b>rmonifö teilt, ©benfo fd&neiben fö AO.', BO„', CO/ in einem 
fünfte, woraus folgt, baf$ 0/O b ' ober ß? burdj benfelben «ßunft X 
geljt. 2Ka$t man biefe ©$lufjfolgerung au$ für BO b ", CO c '", fo 
folgt, bajj ft$ auep Oro;, AO, a? in bemfelben fünfte Y, unb 
O b "0.', AB, aß in bemfelben «ßunfte Z föneiben, fo bafj alfo XYZ bie 
gemeinfame ÄolIineationSad&fe für bie £reie<Je ABC, aß?, 0.'O b "O c '" 
ift. $ierau« ergießt ftdj, bafj bie 3 ÄollineationScentra in einer 
©eraben liegen. 
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©ott mm beroiefeu werben, bafe HOXXYZ ift, fo ifi etwa ju 
jeigen: 

HZ 2 - HY 2 = OZ 2 - OY 2 . 

2Bir fe|en mm BZ = z, CY = y. £a nadj> bem ©afce be$ 
9Jienelau3 || . ^CV ^ A(V = x . % fo folgt: 

z __ p — c p — a __ p — a z_ __ p — a __ c(p — b) 

c-f-z p — b ' p — c ~~ p — b' c ~~a — b' ~~ a — b 

@benfo finbet man: 

3 _ _ 

b a — c' J a— c 



X = P~ a , b + y = b (P~ c) 



@3 ifl ferner: 



OZ 2 = OA 2 + AZ 2 - 20A . AZ . cos y, 



OL 



OY 2 = OA 2 + AY 2 --20A,AY.coSy, 

bafjer OZ 2 - OY 2 = AZ 2 - AY 2 - 2 AO . cos -J (AZ - AY). 

gerner ifi: 

HZ* = HA 2 + AZ 2 - 2 HA . AZ . sinß, 

HY 2 = HA 2 + AT 2 - 2 HA . AT . sin y, 

alfo HZ 2 - HY 2 = AZ 2 - AY 2 - 2 HA (AZ sin ß - AY sin?). 
@3 ifl alfo ju beroeifen, bafj 

< 

OA cos y (AZ - AY) = HA (AZ sinß - AY sin 7) ifl 
ober AZ (OA cos y ~ HA sin ß) = A Y (OA cos y - HA sin?). 

jy jy O 9SJ 

6$ ifl OA cos y = p - a = 4r cos y sin y sin y, 

8 ß 

HA = 2r cos a, alfo HA sin ß = 4r cos a sin y cos y, 

OAcos y "" HA sin ß = 4r sin y (cos y sin y — cos a cos —- ) 



= 4r sin y 1 cos y sin -jy — cos-|- 4- 2sin 2 7r 



ß 
cos f 



) 



= 4r sin y ( 2sm 2 y cos -^- — sin y cos y I 
= 4r sin y sin y 1 2cos y sm y — cos y 1 
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= 4r sin -<r- sin -|- 1 2sin "ö" cos ^ "~ sin ~9~ 



ß 
cos -£- — cos 



a . p\ 
= 4r sm -5-. sin ysml ^ r I . 



ferner 



A P • a • T 

, ux 4r cos -jr sin -77- sin ~- • sm y 
Af7 , c(p — b) 2 2:2 

AZ = C + Z= r . ■ = : 7—ä = 

a — b sm a — sm p 

..a ß • Y • o- a ß • 

4r sm -=- cos -~ sin -^- sin y 2r sin -~- cos -^- sin y 

2 sm q r sm -~ sm ^ r 

AZ (oAcos y - HA sia p] = 8r 2 sin 2 ~ sin -|- cos -jjj- sin y = 

4r 2 ^in 2 -~- sin p sin Y- 
S)cr 2Bert von AY f OA cos -|- — HA sin y) wirb aus bem erft* 

genannten AZ ( OA cos ~ — HAsinp 1 erhalten, inbetn man b unb c 

bej. p unb y oertaufäjt. 2)aburd) bleibt ber SUiäbruä, n)ie aus ber 
%oxm Ijeroorgeftf, untieränbert, baljer ift 

AZ (OA cos y - HA sin p) = AY ( OA cos y - HAs^y), 

rootauS rüdfroartö folgt: 

OZ 2 - OY 2 = HZ 2 - H Y 2 , 
alfo OH J.YZ. 

f) SSon ben ©egentran§t)erfalen unb ben ©egenpunfteu in 

einem SDreiecf. 

Sem. Sßir motten Ijier toefentlid^ 2&nWgegentran3t>erfaten unb 
SBinfelgegenpunfte in 33etrad)t jieljen unb bie betreffenben ©ebitbe baljer 
einfa$ als ©egentran3t>erfaleu unb ©egeupunfte bejetdjnen. 

94. 3#an erfie^t junäd^ft leidet, bafc in einem 2)reiecf folgenbe @<f- 
tranSuerfalen @egentran£t>erfalen ftnb. 

1. S)ie 2Binfett)albieruug§linie mit ft<$ felbft unb jroar forooljl bie 
innere als bie äufeere. 

2. £öfje unb SDurdjmeffer be$ ttmfceifeä. 

3. ®ie Sangente an bem ttmfreife unb bie parallele jur ©egenfeite. 

4. ©djroertinie unb ©pmmebiane. 
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Stuf biefe ledere ©erabe foH fpater no$ befonberä eingegangen 
werben. 

Slfe ©egenpunfte ftnb ju erroäfjnen. 

1. S)ie 3Jttttelpun?te bet SerüfjrungSlreife ftnb i^re eigene @egen= 
punfte. 

2. ©er £ö!)enfd(mittpunft unb ber SDUttetpunft be3 UmfreifeS. 

3. Ein $unft ber Sßeripljerie be3 Umfreifeä unb ein Sßunft int 
Unenblidjen. 

4. ©dfjroerpunft unb Sßunft von Semoine, worauf au<$ erft fpäter 
eingegangen wirb. 

95. 2)a£ Sßrobuft von 2 ©egentranSoerfalen, bie eine btö jur 
©egenfeite, bie anbere bis jutn Umgreife geregnet, ift fonftant, nämlidf> 
gleidfj bem Sßrobuft ber einfd&liefcenben Seiten. 

Sero. @3 fei ABC (gig. 59) ein beliebiges 2)reie<S, AD unb 
AD' ©egentranSoerfalen bur<$ bie @dfe A unb AD' fdjneibe ben ttm= 
freiS in E'. $nbem n)ir bie Sebtngung Bernden, bafe A(BD) = 
A(D'C) = A(E'C) ift unb bafe E' auf bem Umgreife liegt, ergiebt ft$ 
ietd&t B(AC) ober B(AD) = E'(AC) unb ABD ~ AE'C, alfo 

AB : AD = AE' : AO. 
©d&neibet AD ben UmfireiS in E, fo ift natürltdf) audfj 

AB • AC = AE • AD'. 

96. gättt man von einem fünfte einer @<ftran$oerfale bie Sote 
auf bie anfioftenben ©eiten, fo ift bie aSerbinbungSlinie ber gufepunfte 
fenfte<$t jur @egentran§t>erfate. 

Sem. (gig. 59). 3m SDreied ABC fei P ein roiKfüriid(>er *ßunft: 
einer @cftran3i>erfale AD, PQ unb PR bie Sote auf bie anftoftenben 
©eiten AB unb AC; bann ift im SDreiecf AQR bie ©erabe AP ber 
3)urdf)mef[er be$ tlmfreifeä, alfo bie ©egentranSoerfale in bemfelben 
2)reie<J bie Qöty auf QR. $ft <ü>& AI) ' ©egentran$t>erfale ju AD 
im SDreied ABC, fo au$ in AQR; bafjer QRXAD'. 

97. gäfft man doii 2 fünften, bie auf 2 2Binfelgegentran8t>erfalen 
liegen, bie Sote auf bie anftofcenben ©eiten, fo ift ba3 Sßrobuft ber Sote 
auf bie eine ©eite gleid) bem Sßrobuft ber Sote auf bie anbere ©eite. 

Sero. (gig. 59). 3m Sreied ABC feien P unb P' 2 fünfte 
auf ©egentranSoerfaien, PQ, PR bie Sote von P, P'Q', P'R' bie Sote 
von P' auf AB unb AC, bann ift APQ ~ AP'R' unb APR ~ AP'Q\ 

©arauS folgt ~ = ^-p, -jp- = -^p ; biefe ©lei^ungen geben burdj) 

gjhiltiplüation: ^p'^ffi = SF^F" ober p Q p 'Q' = PRFR - 

hieraus ergiebt fi$ für 2 SBinfelgegenpunfte ber 6a$: 
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Sie Sßrobufte ber Sote von 2 Sßinfelgegenpunften $aben für äffe 
3 ©eiten benfelben SBert. 

98. ©inb AD unb AD' 2 ®egentrau3t)erfalen in einem 2>reie<f 

Ann . , ft BD BD' AB 2 . 
ABO, fo tft m vc= aÜ^ 

Sero. (gig. 60). ABC baS fcreieä ic. 3»an jie^e BS II AD 
bis jum ©d&nittpunfte mit AO unb CT II AD' bis jum ©tfcnittpunfte 
mit AB, bann ifl 

BD SA BD' BA f m ,THtin»w 

g^j = jq-, ^tq = -jrjy olfo, roenn man multipUjtert, 

BD . BD ' AB SA 
DC . D'C ~ AC ' AT 

SAB co C AT, alfo 

SA:AT = AB:AÜ, fomit 

BD . BD ' AB 2 
DC . D'C Ä AC 2 ' 

Sern. 3)a bie SBinfelljalbiernngSlinie i§re eigene SBinfelgegem 
tranSrerfale ifl, fo folgt, xotnn AD biefelbe ift 

BD 2 AB 2 BD AB 

CD 2 ~ AC*' DC ■" ± AC* 

gür bie ©egentranSoerfale AD jur ©dfjroerlinie folgt: 

BD _ AB 2 

DC "~ AC 2 * 

99. SBenn mau von 2 Sßinfelgegenpunften bie Sote auf bie ©eiten 
fällt, fo liegen bie gufepunfte auf einem Äreife. 

Sern. (gig. 61). S)a 2 SBinfelgegenpunfte fxä) einbeutig ent- 
fpred&en (abgefe^en von ben @<feu felbfl, beneu ein beliebiger Sßunft ber 
©egenfeite entfprid&t), fo fann man ben ©afe in folgenber SBeife umfefjren: 
gäfft man von einem fünfte P bie Sote auf bie ©eiten eines ©reieäS, 
legt burd) bie gufepunfte ben ÄreiS unb errietet in ben fünften, in 
melden ber ÄreiS bie ©eiten jum jroeiten 2Me fdjmeibet, bie Sote, fo 
fdjneiben fid^ biefelben im Sßinfelgegenpunfte von P. 

Sem. (giß. 61). @S fei ABC baS Sreietf, P ber Sßunft, für 
ben bie gufcpunfte ber Sote von P auf bie ©eiten bie fünfte X, Y, Z 
finb; ber ÄreiS bur$ X, Y, Z fdjneibe bie ©eiten nod> tu X',Y', Z '/ 
eS ifl bann ju bemeifen, baft fid& bie Sote in X',Y',Z' auf ben ©eiten 
im Sßinfelgegenpunfte P t>on P fdmeiben. 3 un ä$ft mögen tf<$ bie in 
X' unb Y' auf BC unb AC errichteten Sote in einem fünfte fdjmeiben, 
ber P' genannt merbe. gäflt man ferner vom 3Jttttelpunfte M beS 
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«reifes um XYZ bie Sote auf bie Seiten, fo roirb XX', YY r , au$ 
ZZ' halbiert. ®a umgelegt bie ßote in ben 3Jlitten t>on XX' unb TT' 
bie ©trede PP' halbieren, fo ift M ber 2Kittelpunft von PP'. 2>a3 
im aWittelpunlte t)on ZZ' errichtete Sot geljt nun bur$ M, alfo gel)t 
aud& baS in Z' auf AB errichtete Sot burd& P'. @S ift ferner Z'(AY') 
= Y(AZ), benn YY'Z'Z ift ein ÄreiSoiered, mir fönnen bie SBinfel 
afe auf bem Sogen ZY' fleljenb anfeljen. @3 ift alfo an% Z'(P'Y') = 
Y(PZ), ba biefe SBinfel jene ju einem Siebten ergänjen; alfo auä) 
A(PZ) = A(P'Y'), roeil AY'FZ' unb AYPZ ÄreiSoierede ftnb. 

Sem» ®ie Senufeung ber ©äfee t)om Xrapej unb t)om Sßertpljerie-- 
roinlel bilben ben Äerripunft beS SeroeifeS. 

" 100. Serbinbet man 2 SBinfelgegenpunfte mit 2 ©den eines 2)rei* 
ed$, fo ift bie Summe ber entftanbenen Sßinfel gletd^ ber ©umme von 
180° unb bem SBiirfel beS SreiedS, roeld&er an ber britten @de liegt. 
Sern. (gig. 61). 3)a3 ©reied fei ABO, bie SBinfel beSfelben 
feien roie geroö^nlid) mit a, ß, ? bejeid&net; ferner bie SBinfelgegenpunfte 
mit B unb t>erbunben, fo bafe B(PC) = B(F A) = <p , C(PB) = 
C(FA) = ^ ift. Sunäd^ft ergiebt fid&: 

P(BO) = 180° - <J, - <p, F(BO) = 180° - (ß - <p) _ ( T - <},) 

= 180°-ß-T + ? + ^, Qlfo 
P(BO) -4- P'(BC) = 360° - ß - t = 180° + a. 

Sem. %ix ben gatt, bafc bie fünfte außerhalb beS 2)reiedS 
liegen, bebarf ber ©afc nur einer geringen Sföobiftfation. 

g) Sou ber ©pmmebiane unb bem Sßunfte von Semoine ober 

©rebe. 

101. Sie ©pmmebiane teilt bie ©egenfeite nad& bem Ser^ältniS 
ber Duabrate ber anftofeenben ©eiten. 

Sero. (gig. 62). gunä^ft fei bemerft, bafe ber ©afe als 3ufa| 
von 9tr. 98 folgt, roie es fdfjon bemerft ift; inbeffen motten mir einen Se= 
roeiS fud&en, ber bireft burdjj Senufeung ber Sebingungen ans Siel fü^rt 

Um nid&t oft eine ©rllärung nötig ju Ijaben, fott gleidf) eine allge- 
meine Sejeid&nung eingeführt werben; bie ©pmmebianen feien AL a , 
BLp, CLy, meldte fidf) in L fdfjneiben, biefelben ©eraben mögen ben 
ÄreiS in Ka, Kß, K r , fdfmeiben; bie vierten Ijarmonifdfjen fünfte ju 
ben ©den beS 2)reiedS unb ben gufcpunften L a , Lß, L T ber ©ijm= 
mebianen feien La, Lp', L r ', enblid& M a , M b , M c bie SKittelpunfte t)on 
BC, CA, AB. 

3ft ß. ber Unenblid&feitSpunft auf BO, fo ift A(B, 0, M a , ß a ) 
l)armonifd&. S)a nun A(Cß a ) = ? ift, fo erhalten mir jur ©pmmebiane 
ben vierten IjarmonifdSJen ©trafjl, roenn mir an AB in A ben SBittf el 7 
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antragen. SMeS wirb bann bie Tangente an ben IXmfreiS, e$ ifl alfo 
ALa' Tangente an ben UmfreiS, natürlich audj) BLß', CL T '. 68 er= 
giebt fid^ nun: 

BL« : LaO = La'B : La'C, ferner 
La'B : AB = La'A : AC ober La'B : La'A = c : b, 
ebenfo La'A : La'C = c : b, 

alfo bur$ SDluItipltf ation : 

La'B : La'C = c 2 : b 2 ober 
BL« : LaO = c 2 : b 2 . 

102. La 1 ift ber ÜJlittelpunft beS ©tfidfe auf BC, baS burdfj bie 
innere unb" äußere Halbierungslinie ber SBinfet an ber @<fe A abge= 
fd&nitteu wirb. 

33 eto. 93ef$reibt man über bem angegebenen ©tüd als SDurd&meffer 
ben ÄreiS, fo wirb berfelbe ben UmfreiS red&tttrinfltg fd;neiben, ba bie 
©efante BC, welche ein 2)urdfjmeffer beS jmeiten ÄreifeS ift, Ijarmonifd) 
geteilt wirb. 3ugleidfj wirb ber $retS burdf) A gel)en; ber na$ A ge- 
zogene StabiuS beS jtoeiten ÄreifeS mufe alfo Tangente an ben UmfreiS 
fein. 3)a eS nur einen ÄreiS giebt, ber einen gegebenen ÄreiS in einem 
gegebenen fünfte redfjtminflig fc&neibet,. roätyrenb fein Sftittelpmtft auf 
einer gegebenen ©eraben liegt, fo ifl La (gtg. 63) ber Sftittelpunft 
biefeS Sreifeö unb alfo jugteieb ber 2ftittelpuuft beS ©tüdfS puffen ben 
Halbierungslinien ber beiben Sßinfel ber @<fe A. 

3ft bann O a ber Sßunft, in ' meinem bie Halbierungslinie BO 

f$neibet, fo folgt: 

La'B : La'C = BOa 2 : ÖaC 2 = c 2 : b 2 . 

Sern. Sie um La' mit La'A, um Lß' mit L/fr'B, um L r ' mit 
L/C befdfjrtebenen Äreife f)eifeen bie Slpottonifdfjen Äreife beS 2)reietfS. 

103. £)ie ©^mmebianen gefeit burd^ bie Sßole ber ©egenfeiten in 
SBejug auf ben UmfreiS. 

Sem. (gig. 63). 3ieljt ^ an & ie ©d&werlinie AM a/ au# bie 
SßinfetyalbierungSlinien AW a , AV a , wo W a , V a bie ©dfmittpurtfte ber 
SBinfetyalbierungSliuien mit bem Umgreife finb, fo bilben biefe mit ber 
©pmmebiane 4 ^armonifd^e ©trafen; es mufe alfo ber S)urd&meffer 
V a W a t>on AKa in bem tuerten fjarmontfeljen ju M a fonjugierten 
fünfte gefd^nitten werben ; bieS ift aber ber *ßol P a von BC in SSejug 
auf ben UmfreiS. 

104. SDie ©dfmittpunfte ber Tangenten an ben ©den eines SDrefc 
eds mit ben ©egenfeiten finb bie 5ßole ber betreffenben ©ijmmebianen. 

99 em. (gig. 62). ©s foU beroiefen werben, bafe La ber 5ßol t)on 
AKa ift. 3Me polare von A ift bie Tangente in A, bie polare von 
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P a , welker $unft auf AK a liegt, ift BC, alfo ift ber 6$mtt* 
jmnft La ber $ot von AP a ober AK a . 

§ierau8 folgt nodfj, ba& L a 'K a Tangente be8 Umfreifeä ift. 

105. Folgerungen. 35ie ©ptmebianen Ijaben folgenbe ©igenfd&af ten : 

1. ©ie teilen bie ©egenfeiten nadf) bem SSer^SItntö ber öuabrate 
ber anftojjenben Seiten. 

2. ©ie ge^en burdj bie $ole ber ©egenfeiten in 33ejug auf ben 
ttmfreiä. 

3. ©ie finb bie werten tyarmonifdfjen ©trafen ju ben Seiten be3 
2)reie<fö unb ber Sangente jum Umgreife, biefer fonjugiert. SMefe 
©igenfdjafteu finb sortier berotefen unb follen nur nocljmate ljen>orge= 
Ijobeu unb jufammengefajjt werben. 

4. Sie Sßunlte, in meldten bie Sangenten an ben ©den bie ©egen- 
feiten fdmetben, liegen in einer ©eraben. 

S)a biefetben bie Sßole von 3 ©eraben finb, bie ftdj) in einem 
fünfte, bem fünfte von Äemoine, fd^netben, fo liegen fie auf ber Sßrfare 
be£ 5ßunfte£. — SMefe ©erabe Reifet bie ©erabe von ßemoine. 

5. Slitf ben ©tjmmebianen §at man mehrere ©pfteme f)armonifd)er 
fünfte, §eroorgel)oben feien: 

a) A, Ka, La, P a , b) A, La, L, P a . 

35a3 erfte folgt auZ bem fjfunbameutatfafc von $ot unb polare; 
baä jioeite aus bem ©a§ t>om üottftänbigeu 33ierfeit. 2Bir fefyen näm= 
ttdf) bie Sangenten P a B, P a unb bie ©xjmmebianeu BP b , CP C aU 
bie ©eiteu eines üoHftänbigen 93ierfeit3 an. ©ine diagonale ift P a L, 
roelc&e burd) L a A fjarmonifdfj geteilt wirb, ©in anberer 33eroei3 ift 
folgenber: BC wirb burdf) L a La Ijarmonifdfj geteilt, alfo Pa(CBLaLa') 
Ijarmonifd). ©dfjnetben wir biefe ©trafen burd& AP a/ fo ergiebt fidfj 
ber ©a£. 

106. ©d^neiben ftdf) BK r unb CKß in Q a/ fo gefdjjieljt bieg anf 
.ber polare 1 von L, ber ©eraben oon ßemoine; bur$ benfelben Sßunft 

geljt audj) bie ©tjmmebiane AL. 

Sern, (gig. 62). BOKßK T ift ein SieredE im fteeife; ba ftdfcBKp 
unb CK T in L fdfmeiben, fo fdfjneiben fid) BK r unb BKß in einem fünfte 
ber polaren von L; ebenfo muffen \iä) KßK r unb BÖ auf ber Sßolare 
von L fdjneiben; ba La ber ©d&nittpuuft biefer polaren mit BO ift, 
fo gel)t KsK r bur$ L a '. S)ie SSerbinbungälinie von L mit Q a mu§ 
ferner bie polare von La fein, ba L, La, Qa ein l)armonifdfje3 Sripet 
ift, b. 1). LQ a ift bie ©erabe AL. 

107. SDie ©t)tnmebianen beftimmen mit i^ren ©dfjuittpunften auf 
bem Umfreife ein SDreiedf, welches foHinear jum ©runbbreied ifi unb bte- 

2B. ^u^nnann, ©gnt&ettfdje Söeroeife. 7 
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felben ©pmmebianen, alfo benfelbeu Sßunft t)on Scmoiue l)at. £>a$ 
ÄottineationScentrum ift biefer Jßunft uub bie ©erabc 0011 Semoiue bic 
ÄoHineationSadjtfe. 

83 cto. (gig. 62). £)afc bie 2>reie<ie fottinear finb, ift felbftocrftänbs 
lid&; ba& bic ÄoHiueationäadjfe bie ©erabe 1 ift, folgt barauä, bafe fid> 
KßK Y unb BC in La' fdjneiben. 63 fei bann La" bcr ©dmittpunft 
von AL unb KßK y , bann wirb KßK T burd) L'aLa" tyarmonifdj) geteilt, 
bcnn biefc Sßunlte liegen auf bem ©tra^lcnbüfd&et Q a (BCL a 'L a ). 2>ie 
Tangente in K a trifft nun BC unb K^Ky tu La. 2>a K y K/? 
burdf) La'La" tyarmonifdf) gereilt wirb, fo ift (105,3) KaL a " ober KaA 
bie ©pmmebiane in 2)reiecf KaK/?K r . SDaSfelbe gilt für K>B, K T C. 
©olebe £)reieäe werben batyer mit Stedfjt fofgmmebian genannt. 

108. SBenu (td) bie Seiten t>on 2 fofpmmebianen SDreieäen ABC 
unb K a KßK r außer in bcr ßottineation8ad&fc no$ in ben fünften 
B a , C a/ C b , A b , A c/ B fdfjneiben, too bie 3ftbice£ ergeben, auf roeldjcu 
Seiten biefe fünfte liegen, roäljrenb bie Jgauptbud&ftabeu ba£ @nt- 
fprecfyen ber @<fe anzeigen (gig. 62), bann gelten B c C b , C a A c , A b B m 
bur$ L, A A b burd) La, B a B c burdf) liß', C b C a bur$ L/. 

33eit>. L^(P c L^K r C);l)armonif$, ebenfo L^(PaLaKaA), roeldjea 
gleiche ©traljlenbüfdljel finb; ba^er wirb BL r burdf) B C A fyarmonifdfj 
geteilt, ebenfo BL« burd) B a C; ebenfo natürlich AL r burd) A C B, AL,? 
burd& A b C, CL/5 bur<$ C b A, CLa burd& C a B. @g ift bann 
La'(ALrA B) Jjarmonifdf), ebenfo La^AL^AbC). 2>a f)ier 3 ©trauten 
jufammenfatten, fo audj ber vierte, b. §. L«'A A b liegen in einer ©e= 
raben. — genter L/$'(ALaLP a ) tyarmonifd), ebenfo Lys'(AL r A c B). 
2)a §ier 3 ©trollen übereinftimmen, aud& hß', L^, La in einer ©c= 
raben liegen, fo liegen ltß', L, A c in einer ©craben. S)a aud> 
L/?'(CLaC a B) l)armonifd& ift, fo liegen audj Lpf, L, Ca in einer ©c= 
raben ober A c C a geljt burd) L unb Lß'. 

109. Unter ber in 106 ff. angegebenen 33ejeic&uung erhält man 
uodf) folgenben ©a$. @£ fdjneiben ftd& A b C a unb A c B a in Q a , B A b 
unb B a C b in Q b , C a B c unb C b A c in Q c . 

Seit). K£(AC b LysC) ober Kyj(AKaBC) l)armonifd&, alfo ift aud&, 
xotnn ß£ ber ©d&nittpunft von AE^ mit BC ift, (Rfc a BC) l;ar-- 
monifä; alfo Q c (AC a CB) Ijarmonifdf) ; ba nun (AB C L^B) ^armonifd^ 
ift, alfo au<$ Q c (AB c L r B), fo ge^t Q c C a bur$ B c . 

33 em. S)iefe gigur ift nod& reidfj an barmonifdjen ©ebilben. @£ 
ift n&mlUSf Q a La'L^L r ', Q b Ly?'L/La', Q L/La'L/*' $atmonif d>, ferner 
wirb B a C a burdf) LaL« ^armonifd^ geteilt, ©dfmeiben fidj) A c C b unb 
A b B c in T a , fo liegt T a auf AKa unb AL wirb burd) T a Ka fjar* 
monifdf) geteilt u. f. m. 
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110. S)ie Sote t)om fünfte von Semoine auf bic ©eitert beä 
3>reie<fö uerljalten fid^ rote bie Seiten. 

95 ero. £>a bie ©ntfernungen beä ©djroerpunfteS t)on ben ©eiten 
ftdj roie bie Jßö^en, alfo umgelegt* rote bte Seiten Debatten, roeil $ro- 
buft t)on ©eite unb $öl)e fonftant ift, fo muffen ftcb bie ©ntfernungcn 
be£ SBinfelgegenpunfteS roie bie ©eiten felbft Detriten. 

111. Sfn bem SDreied, beffen ©den bie guftmnfte ber Sote vom 
fünfte t)on Semoine auf bie ©eiten bcä ©runbbretedS finb, ift ber 
Sßunft von Semoine be8 ©runbbreiedte ber ©djrcerpunft. 

93 ero. (gig. 63). 2lu3 ben gunbamentalbebingungen für ben 

©djroerpunft leitet man leidet bie ©genfdbaft ab, bafe bie Spalte ber 

2)reiede, roeldje burd; bie 93erbinbungSlinien be3 ©djroerpunfteS mit 

ben ©den entfielen, einanber gleid^ finb. 3Jian erfte^t audj leidet, baft 

ein jroeiter Sßunft innerhalb beä ©retedä, ber biefe ©tgenfd&aft fyat, 

nid^t Dorfjanben ift. 3ft ABC ba£ gegebene 2)reied, L ber Sßunft 

von Semoine unb L a L b L c bie gufcpunfte t>on L auf BC, CA, AB, fo 

ift (3b. 110) 

LL a = Xa, LL b = Xb, LL C = Xc, 

roo X ein unbefannter gaftor ift, ber fidj aber beftimmen läßt. 63 
folgt bann leidjt: 

2 LL b L c = X 2 bc sin a, 2 LL L a = X 2 ca sin ß, 2 LL a L b = X 2 ab sin 7, 
alfo ba bc sin a = ca sin ß = ab sin *( = 2A ift, f ift au$ : 

LL b L c = LL L a = LL a L b ; 
unb L ber ©djroerpunft von L a L b L c . 

Umgefe^rt erhält man bie Folgerung: 

©rric^tet man in ben 6den eines SDreiedä bie Sote ju ben ©d&roer= 
Knien, fo ift ber ©<$roerpunft beä urfprünglidjen 3)reted3 ber Sßunft 
von Semoine in bem burcfc bie Sote gebilbeten S5reied. 

3ur 93eftimmung von X fei no$ bemerft: 

63 ift 

a . LL a + b . LL b + c . LL C = 2 A, ober 

„ , o »«. * 2 A sin a sin ß sin 7 

X(a 2 +b 2 -4-c 2 ) = 2A, alfo X = — — ^ 5 = -. 2 _^ . 2 q^ ' . 

v y ' ' a 2 +b 2 + c 2 sin 2 a-Hsin 2 ß-Hsin 2 Y 

sin a sin ß sin 7 



^ 1 + cosa cos ß COS7 

1 



= *• 



COt a -h COt ß + COt 7 " 

112. $)ie Sänge ber jur ©eite a gehörigen ©tjmmebiane roirb burd) 

2 bct' 

ben 2lu3brud gegeben: -^ — 2> ro0 *' bie entfpred&enbe ©djroerlinie ift. 

D -f- C 

7, 
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39en>. S)ie ©djroerlinie von ber ©de A fd&neibe bcu UmfreiS tnX; 
bejeidjnet man atäbann bie ©tjmmebiane gu a mit s', fo Ijat man: 

s' . (AM a + M a X) = b . c, 

AM a - t', M a X = -|J-, alfo AM a + M a X = t' 4- ^ = — ^r^-. 

9ta$ Sit. 35 ift 4t' 2 + a 2 = 2 b 2 4- 2 c 2 , alfo $at man 

, b 2 4-c 2 , , , 2bct' 
s . — ttt, — = bc ober s = 



2 t # "~ b 2 + e 2 ' 

®Ä folgt ^ierauä nod) bie Sietation: 

t'-s (b - c) 2 

tf + s' (b-hc) 2 ' 

113. £>er Sßunft t)on Semoine f)at bie ©genfdjaft, bafe bie ©umme 
ber Quabrate ber Entfernungen dou ben Seiten ein Sftinimum ift. 

39 ero. SMe Entfernungen eines fünftes P von ben ©eiten be§ 
®reie<fö feien bej. x, y, z. 0tad) ber geroötynlidjen 99ejei$nung §at man 
bie 99ebtngung3gleidjung 

ax 4- by 4- cz = 2 A. 
@3 gilt ferner bie Delation: 
(a 2 4-b 2 4- c 2 )(x 2 4-y 2 4-z 2 ) = (ax 4- bx 4- cz) 2 4- (bz- cy) 2 4-(cx-az) 2 

4- (ay — bx) 2 
= 4A 2 4-(bz-cy) 2 4-(cx-az) 2 4-(ay-bx) 2 . 
SDaljer Ijabeu mir bciZ Minimum für x 2 4- y 2 4- z 2 , wenn bie 
3 legten Qatabrate üerfd&nnnben, roenn alfo: 
bz — cy = 0, ex — az = 0, ay — bx = ift. 2)ie£ giebt leicht 

— = 1- = — 
a b c' 

SDieä ift aber bie 39ebingung, roeldje ben 5ßunft von Semoine be* 

ftimmt. SBir finben hierfür: 

2 2 2 4A 2 4A A 

A ^ J ^ " o2 i k2 i «2 «2_i U2 . «2 ^ 



a 2 4- b 2 4- c 2 a 2 4- b 2 4- c 2 cota4-cotß4-cotv* 

99 em. SDenft man fid^ in ein SDreied alle möglichen 2)reied:e ein* 
gejeid&net unb unterfud^t bie ©ummen t)on ben ©eiten ber öuabrate ber= 
felben, fo finbet man, baft biefe ©umme ein Minimum toirb für ba£ 
SDreied, beffen (Säen bie gufcpunfte ber Sote vom fünfte Semoine auf 
bie ©eiten finb. ©inb bie Sote x, y, z unb bie ©eiten u, v, w, fo ift : 

u 2 = y 2 4- z 2 4- 2 yz cos a, 
v 2 = z 2 4- x 2 4- 2 z cos ß, 
w 2 = x 2 4- y 2 4- 2 xy cos y, alfo 
u 2 4- v 2 4- w 2 = 2 (x 2 4- y 2 4- z 2 ) 4- 2 (yz sin a . cot a 4- zx sin ß cot ß 

4- xy sin ? cot j). 
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%&t ben Sßunft »on Setnoine ifl (9hr. 111) 
yz sin . = zx sin ß = xy sin T = * (cot tt + co ^ - co t^> M ift: 

A 3 A 



u 2 +v 2 +w 2 = 2(x 2 +y 2 -t-z 2 )H — t - r- = — r AO 

v J ' COt a 4- COt ß 4- COt Ä f C0ta4-C0tp-hC0tY 

Um einjufetyen, bafc für baä angegebene 3)retecf bie ©umme ber 
öuabrate ber ©eiten u 2 -h v 2 + w 2 ba£ Söttnimum ift, gelten wir 
t)on bem ©a|e au3: ©tnb 2 Sßunfte unb eine ©erabe gegeben, fo 
ift für ben guftpuuft beä SoteS t)om 2ftittelpunfte ber SBerbinbungälinie 
auf bie ©erabe bie ©umme ber öuabrate ber SßerbinbungSlinien ber 
gegebenen fünfte mit einem fünfte ber ©eraben ein 2Jtinimum. @3 
folgt bieg leidet au3 ber ©leidfjung (a + x) 2 +(a-x) 2 = 2a 2 + 2x 2 ; 
roobei wir tyier unter 2 a bie Sßrojeftton ber SBerbinbungälinie ber 
fünfte auf bie ©erabe unb unter x ben 2tbftanb eines fünftes ber 
©eraben t)om 2Jlittelpunft ber Sßrojeftion benfen. 

S)en!eu mir un£ nun Q unb R aU gegebene fefte fünfte unb 
fud&en auf BC ben Spunft P, für ben PQ 2 + PR 2 ein Minimum ift, 
fo mufc ba3 in P errid&tete Sot burd) ben SDlittelpunft von QR geljen. 
£a3 aRinimum PQ 2 + QR 2 + RP 2 finbet alfo ftatt, mnn bie in ben 
fünften P, Q, R ju ben ©eiten errichteten ßote bie ©cbroerliuien von 
PQR finb. ©iefe ©igenfdmft gilt aber für bie gujspuufte beS SßunleS 
von ßemoiue (Str. 111). 

114. Sie 33erbiubung£tinieu ber 2ftitten ber Seiten mit ben bitten 
ber <Qöf)en fd^netben ft$ im fünfte von Semoine. 

Sero. (gig. 63). SSerbinbct man ben 2ftittelpunft M a von BC 
mit ©pifce A, bem fünfte L unb bem 5ßol P a ber ©eite BC in S3e= 
jug auf ben Umfrete, fo finb biefe ©eraben in SSerbinbung mit ber 
©eite BC 4 fjarmonifdje ©trafen, ba bie ©^mmebiane AL a burdf) 
LP a tyarmonifcb geteilt wirb. SDte §ö^e von A auf BC ift parallel ju 
M a P a ; e3 muß alfo ba3 ©tücf berfelben jtmfd&en ben ©trafen M a A, 
M a B burdjj itn ©traljl M a L halbiert roerbeu, b. f). MJL halbiert bie 
feöfyt von A auf BC. ttmgefeljrt fönnen mir fagett, bie SBerbinbungältnie 
bcä 3Rittclpunfte£ einer £öf)e mit bem SBUttetpunfte ber juge^örigeu 
©eite gefyt burdf) ben Sßunft oon Semoine. 

115. gie^t man in einem 5>reie<f bie 3 ©d&merlinien unb bie 3 Äreife 
bur$ je 2 (Säen unb ben ©c&roerpunft, fo ift ber SDiittelpunft be£ Um= 
freifeö be3 urfprünglid&en 2)reiecf3 ber ©djroerpunft be8 bnxä) bie 
3 SBUttelpunfte befiimmten SDreiedfö unb ber ©djjroerpunft be3 erften 
2)reiedfö ber $unft von Semoine beä jmeiten 2)reiecfe. 

Sern. (gig. 64). 2)a3 3)reieä fei ABC, ber ©d&roerpunft fei S, 
ber amttcipunlt be$ UmfreifeS M ; ferner feien P, Q, R bie 3ftittel= 



— 102 — 

punftc ber ttmfreife, wel*e bem ©a|e entfpre*en, nämli* von BCS, 
CAS, ABS. 3ft bann D bcr 3Jtittelpunft oon BC unb f*neibet bcr 
UmfretS Q bic ©eite BC in W, bcr ttmfreiä R biefelbe ©eite in V, 
fo ift DV . DB = DS . DA = DW. DC, alfo DV = DW. 

gättt man von Q unb R bie Sotc QQ a , KR. auf BC, fo ift 
BR a = R a Y, CQ a = Q a W, alfo au* Q a D = DR a . 9hm ift 
RRaQaQ ein Xrapcj mit ben parallelen ©eiten QQ a unb RR a ; ber 
aWiüelpunft t)pn Q a R a ift D, baä in D auf BC errt*tete Sot gel)t 
alfo bur* ben SWittelpimft von QR, e§ get)t aber au* bur* M unb P, 
ift alfo ©*roerlinie im SDreied PQR. 35a biefe @igenf*aft au* 93ejug 
l)at auf bie anberu ©(Jen, fo folgt, bafe M ber ©*toerpunft von PQR ift. 

3ei*net man bur* A, B, C bie Sote )u ben ©*roerlinien, fo er- 
hält man ein £>reied P'Q'R', roel*e§ bem au3 ben ©*roerlinien ge= 
jei*neten unb anfy bem SDrcied PQR ä^nli* ift. @3 ift nämli* 
QRXAS, ebenfo aber QR' X AS, alfo QR II QR', ebenfo 
RP II R'F, PQ || P'Q'. 

3Jian fie^t ferner ein, ba& S ber €f)nli*Jeit3puuft ber beiben 
Sreiede PQR unb PQ'R' ift; alfo ba (Sic. 111) S ber Sßunft von 
Semoine im 2)reied P'Q'R' ift, fo au* im SDreied PQR. 

Sem. SBeitere ©genf*aften ergeben fi* in SSerbinbung mit bem 
33rocatbf*en Äreife. 

h. Einige 5h*ei£f*aren beim 35reied. 

116. SDie SKpoIIonif*en Äreife beä £>reied3 (b. f). bie Äreife, beren 
35ur*meffer bie ©tüde ber ©eiten finb, roel*e bur* bie innere unb 
äufcere Halbierungslinie be3 ©egennrinfelä abgef*nitten werben) bilben 
eine ©*ar; it)re ©*nittpunfte liegen auf ber SSerbinbungSlinie be£ 2JUttel- 
punfteä beä Umfreife3 mit bem fünfte von Semoine. 

93 em. (gtg. 65). 63 fei ABC ba§ SDreied, bie 2Binfet()albierung3-- 
linien AD, AD', BE, BE', CP, CF'; e§ foH benriefen werben, bafe bie 
Äreife mit ben 2>ur*meffern DD', EE', FF' eine ©*ar bilben. 9ta* 
3tr. 102 finb bie 3Jlittelpunfte biefer ©treden bie $ole La, Lß', L/ 
ber ©gmmebianen be£ SDreiedä. 35a La'A, Lß'B, L/C bie Labien 
ber Äreife finb, fo f*nciben bie genanten Äreife ben Umfrete re*troin!lig. 
S)a ferner bie Sftittelpunfte La', Lß', L r ' auf einer (Seraben liegen, fo 
bilben fie eine ©*ar. 35a nun M ber 2fttttelpunft eineä ÄreifeS ift, 
ber bie 3 Äreife re*troinflig f*neibet, fo liegt er auf ber 5ßotenjlinie 
ber 3 Äreife. SDie Sßotenjlinie ift fenfre*t jur Centrale La'Lß'L r '. 
Qft L ber $unft von Semoine, fo ift aber ML X La'Ljs'L/, weil L 
ber 5ßoI üon LaLß'Ly ift. 2luf biefer Sinie muffen alfo bie gemein= 
f*aftli*en fünfte J, J' liegen. 
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2)afc bie ©dj)nittpunfte ber Äreife immer reell Dortycmben finb, 
läfet fid^ leid;t geigen. S)er ÄreiS um L« fd&neibet AC in reellen 
fünften ; ber eine $unf t ift tbtn A ; ber Söhttelpunft be3 ÄretfeS um liß' 
liegt auf AO uub groar innerhalb ber gefdfmittenen ©trede; ber ganje 
Äreig fann aber ni^t innerhalb liegen, ba ber eine 5ßunft E jebenfaflte 
aufeer^alb ber gefdfmittenen ©trede liegt ber ÄreiS um U' mufe ben 
anbern alfo fd&neiben. 

Sem. 25iefe ©d&nittpunfte J uub J' werben als bie ifobtjnami* 
fc^en Zentren be8 2>reied3 bejetd^net. 

117. $ällt man von ben ifobpnamifd&en Zentren be3 SDreiedS (ben 
©d&nittpunften ber apottonifd^en ßreife) bie Sote auf bie SDreiedSfeiten, 
fo ift baä burdD bie gufcpunfte beftimmte 2)reied gleichzeitig. 

Sem. (gig 65). Sie Sejetd&nung ift wie in 0tr. 116, bie gufepunfte 
von bem fünfte J feien J a , J b/ J - SJlad^ bem ©afce be£ SlpottoniuS 

ift JB:JC = c:b=-L — . ©benfo JA : JC = — : — , alfo JA = 

b c a c ' 

- t JB = — , JC = — , roo X ein unbeftimmter gaftor ift. BJ a JJ c 



a'~ b' c 

ift ein ÄreiSoiered, fo bafe JB ber 2)ur<$meffer be3 Äreifeä ift. SarauS 

folgt J a J = y • sin ß = 2^; ebenfo alfo J b J a = ^7, J c J b = 27, 

ober J a J b = J b J c = J c J a . 

Sem. SDafc audb ba3 Sreied glei^feitig ift, meldfjeä burdfj J' er= 
galten roirb, bebarf feinet befonbern SemeifeS. Sludjj ift leidet einju= 
fe^en, ba& biejenigen Sreiede gleichzeitig finb, roeldfje man erhält, 
roenn man bie iboftjnamifdjjen ßentra mit ben ©den be£ SDreiedS vtx= 
binbet unb bie ©djnittpunfte biefer Sitüen mit bem Umgreife als ©den 
nimmt. 

118. Sie ifobpnamifd^en ©entren (116) be3 SreiedS finb bie (Segen* 
puufte Don benjenigen fünften, meldte man erhält, wenn man über ben 
©eiten gleichzeitige Sreiede jeid&net unb bie ©pifcen berfelben mit ben 
bejüglid&eu ®dtn be§ ©runbbreiedä aerbinbet. 

Sem. (gig. 65). Safe ber Seroeiä für bie beiben fünfte feine 
befonberen Serfd&iebenljeiten bieten fann, ift flar, e3 fann alfo ber Se= 
roeiä für einen Sßunft genügen. 3ft feto SDreiedäroinfel über 120°, fo 
wirb ein fold^er 5ßunft ftetä innerhalb be3 SDreiedä liegen. 0tennen mir 
K ben ©d&nittpunft berjenigen ©eraben, meldte erhalten merben, xotnn 
bie gleichzeitigen SDreiede uub bäs ©runbbreied buxä) bie SreiedSfeite 
getrennt merben, fo bafe fie in serfd&iebenen ßbenteilen liegen, fo ift be* 
fannt, bafc K(BC) = K(CA) = K(AB) = 120° ift. 3ft alfo J(BC) 
= 60° -+- a, J(CA) = 60°+ ß, J(AB) = 60° 4- ?, fo ift J ber ®egen= 
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punft. 0hr. 100). - J(BJ a ) = J c (BJ a ), J(J a C) = J b (J a C), alfo J(BC) 
= J C (BJ.) + J b (J a C) = 180° - J C (ÄJ.) + 180° - J b (AJ a ) 

= a -+- J a (J b J c ) = a + 60°. 

119. Stimmt man ein ifobt)namif$e3 ©entrum be3 Sreiedä atö 
SSJlittelpunft eines £ran3formationSfreife£ unb transformiert bie Säen 
mitlelft beS SßrincipS ber reciprofen SRabien, fo ift haä baburd) bcftimmte 
Sreied gleidjfeitig. 

Sern. $fi ABC ba£ ©runbbreied tmb J ein ifobt)uamifd)e& 
ßentrum, a ber SKabiuS beä £ran£formationsf reifes, AjB,^ baS trans- 
formierte Sreied, fo Ijat man: 

_ s 2 . AB _ a 2 • BC __ a 2 - CA 

A,ßl ~JA JB' ölLl ""JB • JC ° ,Al ~JC- JA" 

Stnn ift JC = -r™ JA = ~p, JB = ^, alfo 

af 2 • X 
AlBl = JÄTJBTJC" = BlCl = C,Al ' 

120. Sie Sßotenjtinie jmif d;en bem Umf reife nnb bem gcucrbad;- 
fdjen Äreife beS SreiedS ift bie SolIineatiouSacbfe, meldte jum ©mnb= 
breiecf nnb. bem igöljenfufrpunftbreied gehört» 

S3ero. (gig. 66). Sie S3ejei($nung junädjft roie geroöljnlid) , ABC 
baS Sreied, M a M b M c baS 3JUttenbreied, H a/ H b/ U bie igö^eufufipunlte, 
H a ber 6d)nittpunft Don BC mit H b H c :c. S ber ©djroerpunft, 
F ber 2JUttelpunft beS geuerbad&fdjen ÄreifeS. @S ift H a 'H b 'H c ' bie 
ÄottiueationSadjfe jmifdjcn ABC nnb H a H b H c . Sa man bur$ BCH b H e 
einen ÄreiS legen fanit, fo ift: 

H a 'B • H a C = H a 'H b • H a 'H c . 

SBeil ber geuerbadtfdje ÄreiS burdj H a M a H b H c gei)t, fo ift audj 
B a 'H a . H a 'M a = H a 'H b . H a 'H c , alfo H a 'ß . H a 'C = H a 'H a . H a 'M a/ 

roorafiS folgt, bafe H a ' bie gleite ^otenj für ben UmfreiS, roie für ben 
geuerbacbfdjen ÄreiS befi|t. SaSfelbe läfet fid) von H b ' nnb H c ' be= 
roeifen, fo bafe H a 'H b 'H c ' bie Sßotenjtinic für beibe Äreife ift. 

Sa bie Sentrale ber Äreife bie (Snlerfctye Stute ift, fo ftet)t bie* 
fclbe ju jener 5ßotcnjlinic fenfred;t. 

121. SaS fiot com Jpö^enfd&nittpunft anf bie ©d)roerlinie AM a 
gef)t burd) H a ', b. f). burd) ben $unft, in meinem bie ber ©djwerlinie 
eutfpred&enbe Seite bnrc^ bie entfpredjjenbe ©eite beS $ö$enfufspunft- 
bretedS gefdjmitteu roirb. 

SSero. (gtg. 66). Sie 33ejei$nuug roie Dörfer, baS Sot von H 
auf bie ©d;werlinie treffe biefelbe in N a/ bann liegen AH c HN a H b auf 
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einem Greife mit bem ©urdbmeffer AH. ©iefer ÄreiS nrirb üou M a H b 
unb M a H c berührt, ba H c (H b M a ) = H b (H c M a ) = a ift, alfo ift im 
©reied AH b H c bie ©erabe AM a bic ©pmmebiane. ©ie£ folgt übrigens 
au$ barauä, baft AH b H c ooABO unb AM a in ABC bie ©djroerlinie 
ift. ©a mm H b H c bie polare von M a in bem Äreife burd; AH b N a HH c 
ift, fo wirb AN a bur$ M a unb ben ©cbnittpunft mit H b H c ^armonifd^ 
geteilt, ©benfo nrirb AH burdf) H a unb ben ©dmittpunft mit H b H c 
fjarmonifd) geteilt; folglich muffen H b H c ,N a H,M a H a ober BC ftd£) in 
bemfelbeu fünfte, baä ift f)ier H a ', fdjneiben. 

122. ©er AreiS, beffen ©urdfjmeffer bie ©trede ber @ulerfi$en 
(Seraben jmif^en ©djroerpunft unb £öl)enfd[)nittpunft ift, gehört ju ber 
©cfyar, meldte burd; ben Umfretö unb t)tn geuerbadjfcljeu Areiä be= 
ftimmt ift. 

Sern. (gig. 66). SejeidOnung roie Dörfer; HH a M a N a bilben ein 
Aretemered, ba bie SBinfel bei H a unb N a redete finb. 68 ift alfo 
H a 'H.H a 'N a = H a 'H a .H a 'iM a . ©a£ erfte ^robuft ift aud? bic sßotenj 
be£ fünftes H a ' in SSejug auf ben Ärete über ber Entfernung jroifdjeu 
©$roerpuuft unb £)öljenfd)iüttpunft als ©urdjmeffer; baä jmeite ift bie 
$oten$ beäfelben fünftes in SScjng auf ben geuerbaAfdjcn Äreiä. ©a 
alfo H a ', ebenfo H b ', H ' für beifce Areife biefelbe $oteuj liaben, fo 
ift H a 'H b 'H c ' bie Sßotenjlime ber beiben Areife. 

123. ©er SßolarfreiS, b. 1> ber AreiS, für ben ba§ ©reied ein 
l)armonifd)e3 Tripel ift, gehört jur ©d&ar, bie burdj) ben ttmfreiä unb 
ben geuerbadbfd&en ÄreiS beftimmt ift. 

Sern. ($ig. 67). ©oH ber ÄreiS reell tjor^anbeu fein, fo mufe 
baS ©reied ftumpfnrinftig fein; mir motten baljer ein foldjjeS oorauS= 
fc|en. ©ie Söejeid&nung fei ber ^auptfacbe naä) bie frütjerc. 2Bir 
legen ferner noü) ^n ÄreiS um M a/ meld&er burdf) B unb C gef)t, ber= 
felbe möge bie igölje AH a in X unb X' treffen , mobei b ann 
H a X' = XH a ift. ©er StabiuS beS 5ßotarfreifeS ift ]/HH b . HB = 
yHH c . HO, ber 5ßolarfrei3 fdjmeibet alfo ben um M a gelegten re$t= 
urinflig. ©a ferner BC burdf) H a 'H a fjarmonifd; geteilt wirb, fo ift XX 
bie polare *dou H a ' in S3ejug auf beu Ärete um M a . ba^er H a 'X 
Tangente an biefeu Arcte. ©er um H a mit H a 'X gefdjlagene ÄreiS 
fdfjneibet alfo ben um M a gelegten ÄreiS redbtroinflig, roie aud& 
jeben burd& BC gelegten, fomit and; ben UmfreiS von ABC. @3 
ift ferner HH b . HB = HX . HX', ba H b , B, X, X' auf einem Äreife 
liegen; alfo f<$neibet ber SßolarfreiS auä) ben ÄreiS um H a ' mit H a 'X 
gelegten ÄretS redfriroinflig. ©a alfo ber um H a ' gelegte ÄreiS ben 
UmfreiS unb beu Sßolarfrete red&troinflig fd&neibet, fo liegt H a ' auf ber 
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^otenjlinie ber beiben Äreife; ba ba^fclbc für H b ' unb H c ' gilt, fo ift 
H a 'H b 'H c ' audf) sßotenjlinie für bicfe Äreifc. 

124. ©er ÄreiS, ber burdf) bie Sßole ber Seiten eines 2)reie<& in 
93ejug auf ben Umfrctö ge^t, gehört ju ber ©dfjar, bie bnr$ ben ttnu 
frete unb ben geuerbacfyföen Äreiä beftimmt wirb. 

Sern, ©inb P a ,P b/ Pc bie *ßoie, M ber 2ftittelpunft beS UmfreifeS 
unb M a , M b/ M c bie SJHttelpunfte ber Seiten, fo ift MM..MP a = 
MM b . MP b = MM C . MP C -= r 2 , alfo M ein tljniid&feitSpunft ber 
Äreife, toetdjje burd^ M a M b M c unb P a P b P c geljen. 3ft ba§ Sreiecf 
fpi|winftig, fo ift M offenbar ber innere, im anbern gaffe ber äußere 
2t()nlidftfeit3punft. SDer UmfreiS ifl ferner ber $otenjfrei§ jener beiben 
Äreife, ber alfo berfclben ©$ar angehört. Sßir fönnen umgefeljrt 
fagen, ber bur$ P a P b P c gelegte Äretö gehört ber ©dj)ar ber bciben 
anbern an. 

125. ßieljt man in einem 3)reie<f ABC bie 3ftittelfenfredf?ten ju 
ben ©eiten, beftimmt bie ©dj)nittpunfte mit ben anbern ©eiten (wobei 
mir beu ©djjnittpunften mit beteiligen ©eiten, meiere in ber 3ieilje BC, 
CA, AB auf bie ©eiten folgen, ben 3 u bey 1/ ben anbern ben 3nbef2 
geben, bec an beu Suc^ftaben gefegt wirb, t>er auf ber ©eite nidjjt oor= 
Rauben ift), fo baft man bie fünfte A,, B,, C„ A 2 , B 2/ C 2 erhält, fo 
bilben bieUmfreife von A^C,, A 2 B 2 C 2 unb ber Umfrete von ABC 
felbft eine Ärei£f$ar. 3Jlan fann audf) folcfye SDreiedfe nehmen, roeld&e burdb 
SSertaufd&ung ber Sßunfte auf ben Soten entfielen j. 35. A,C,0 2/ A^Ba 
unb ABC 2C. 

Sern. 2lu£ ben ©äfcen von $ol unb Sßolare folgt leidet, bafe 
(gig. 68) B, unb C 2 , C, unb A 2/ A, unb B 2 reeiprofe fünfte flub; 
alfo ift MB, . MC 2 = MC, .MA 2 = MA, . MB,, alfo ber SJtittelpunft M 
ein SÄfjnlicItfeitäpunft unb ber Umfrete ber Sßotenjfrete ber beiben Äreife, 
ber fomit jur ©df)ar jener Äreife geljört. 

Sßa3 bie Sßotenjlinie ber Äreife betrifft, fo motten mir bie üoii beu 
Äreifen A,B,C, uub A 2 B 2 C 2 beftimmen. Slnaloge ttuterfud&uugeu 
werben audfj bie eutfpred&enben Sßotenjttuien ber anbern ftreigfdfyrccu 
beftimmen. 

A,C, unb A 2 B 2 mögen ftd^ in A 3 fdfjneiben, ebenfo B,A, uub 
B 2 C 2 in B 3 , C,B, unb C 2 A 2 in C 3 . @s ift BCB 2 C, ein ÄreiSmewf, 
ba B 2 C, ber 2$erbinbung3liuie ber iQö^enfufcpunfte auf AB uub 
AC parallel ift. & ift au$ HBCcoMA,A 2 (wo H ber $ö$enfc$nüt* 
punft ift), alfo audj) C,B 2 A,A 2 ein Äreiäoierecf . SDa no$ MA 2 .MC, 
= MA, .MB 2 = r 2 ift, fo fdjmeibet ber ÄreiS X um C,B 2 A,A 2 beu 
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thnfreis t>on ABC redjtwiuflig. @8 folgt femer leidjt, bafe A 3 auf ber 
polare von M in 39ejug auf ben genannten ÄreiS X liegt. SGBenn ftdj 
aber 2 Greife red&twinflig fd^netben, fo ift bie polare beS 2Jtittelpunfte3 
eines ÄreifeS . in Sejug auf ben aubem bie Sßotenjlinie ber Äretfe. 
SDenfen wir uns nun bie Äreifc A^C, unb A 2 B.;>C 2 gelegt, fo ift 
junäc^ft A 2 A 3 • A 3 B 2 = AjA 3 • A 3 C,, alfo f)at A 3 für bie Äreife 
A,B,C, unb A 2 B 2 C 2 gleiche Sßoteujen, aber aud) für ben ÄreiS X bej. 
für ABO biefelbe qioten). SaSfelbe läfet ft$ von B 3 unb C 3 be-- 
fympten, fo ba£ A 3 B 3 3 bie 5ßotenjlinie ber 3 Äreife ift. 

33 em. Sag 88 in 3Serbinbung mit biefem geben nod& manche 
Folgerungen. 

i) Sejieljungen eine« ©runbbreiedS ju beut SDreied, beffen 

(Sden bie ©piegelpunfte ber ju ben Seiten gehörigen Unt= 

freisbogenmittelpunfte in Sejug auf biefe Seiten finb. 

126. ©rflärung. SDer ftürje wegen fei bie in 0tr. 23 angegebene 
33ejei$nung l)ier ebenfalls festgehalten. 3)ie 2)ttttelpuufte ber Sogen 
auf bem ttntfreife, weldfje burdj bie ©eiten abgefd&mtten werben, feien 
A,, B,, C„ bie ©piegelpunfte berfelben in Sejug auf bie entfpred&enben 
Seiten A 2 , B 2 , C 2 ; ferner A 3/ B 3 , C 3 bie SJUttelpuufte ber SBogen, 
reelle mit bem Sreiecf in bemfelben gläd&enteile liegen, alfo bie 
jmeiten (Snbpuufte ber 35urd)mef[er, auf benen A,, B,, 0, liegen. ßnblidj 
fott N ber Sßunft von 9tagel fein, b. f). ber ©d&nittpunft von AO a ', 
BO b ", C0 C '". SBeitcr t>orfommenbe ©ebilbe fotten iljre Sejeid&nung 
an ber ©teile erhalten, wo fte eingeführt merben. 2)aS ©reieef 
A 2 B 2 C 2/ baS ^ier unterfudjt wirb, fott ber Äür$e t)al6er als baS 
©piegelbreiecf bejeidjnet werben, wä^renb A,BiC, baS Sogenmitten* 
breieef Ijeifeen fott. 

127. S)aS ©piegelbreiecf (A 2 B 2 C 2 ) ift bem Sogenmittenbreiecf 

(AjB,^) fi$nttd&, entölt alfo bie SBinfel 90° --|-, 90° -|-, 90°--?-, 

unb ber jum ©piegelbreiecf gehörige UmfreiS getyt burdj) ben ißöljen* 
fänittpunft unb ben Sßunft von 9tagel N beS ©ruubbreieäS. 

»ew. (gig. 69). & ift A 3 A 2 = AH, B 3 B 2 = BH, C 3 C 2 = CH, 
was aus ber ©leidjung 2MM a = AH :c. folgt; bafier AHA 2 A 3 ein 
Parallelogramm; ba AA 3 J_AO ift, fo aud) HA 2 XAO, ebenfo 
HB 2 JL BO, HC 2 X CO. 

@S ift femer AN = 2M a 0, au$ AN II MO. SSetlängert mau 
alfo AO um ftd) felbft bis N a , fo liegen NM a N a in einer ©eraben, fo 
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bafe jitglei^ NM. = M.N. ift. £a nun aud; A 2 M a = M a A, ift, fo 
ift N a A,NA 2 ein Parallelogramm unb NA 2 II A,N, b. f). NA 2 II AA, 
ober AO. £a alfo HA 2 JL AO ift, fo ift NA 2 II AO ober 
NA 2 J_HA 2 ; e3 geljt fomit ber über HN al3 SDurd&meffer betriebene 
Äreiä burdj A 2 , ebenfo natürlid) bur$ B 2 unb C 2 . 

25a ferner C, A = 0,0 unb B,A = 13,0, fo ift B,C, bie SRhtefc 
fenfrec^te von AO unb A,OXB,C, ; hieraus folgt, bafe O ber &ö§enfd)nitt- 
puiift von A,B,C, ift. & ift ferner HA 2 II B,C„ HB 2 II A,C„ alfo 
H(A 2 B a ) = 1 (B I A 1 ) ober aufy C 2 (A 2 B 2 ) = 0,(B,A,). SaSfelbe 
gilt natürlich audj von ben anbern Sßinfeln ber Sreiede A 2 B 2 2 unb 

A^C,, bafjer A 2 B 2 C 2 co A^C,, beffen SBtnfel 90° -y, 90° — 1> 
90° - J ftnb. 

128. 3ft P ber 3Rittetpunft be3 UmfrctfeS von A 2 B 2 C 2 , fo ift 
POMN ein Parallelogramm. 

Sero. (gig. 69). 2>a M a II AN, M b II BN, M c II CN ift, fo 
cntfprid[it O im Sreied M a M b M c bem ^unlt N im 2)reied ABO, b. §. 
e£ ift ber Sßunft t)on Slagel in M a M b M ; ba ferner htm fünfte H in 
ABC ber spunft M in M a M b M entfprid&t, fo ift MO = £HN, alfo 
MO = PN. Sa au<$ MO II PN ift, fo ift POMN ein SßaraHelo-- 
gramm. 

129. SDie dou ben ®deu beä ©runbbreiedä auf bie entfpred;euben 
Seiten be§ Spiegelbreiedä gefällten Sote fd;neiben fid& in einem fünfte 
R unb bte Äottineation3ad&fe groifd^en bem Sogenmittenbreted unb bem 
Spiegel=breied ift bie 3ftittelfenfre$te t)on OR. 

Sero. ®3 fei R ber Sd)nittpuuft ber Sote oon A unb B auf 
B 2 C 2 bej. C 2 A 2 , bann muffen fid^ biefe Sote unter bem SBtnfel 

2 (A 2 B 2 ) ober feinem Slebenroinfel fdjneiben, alfo unter 90° — jr ober 

90° + \. 3hm ift C 2 (BA) = C,(BA) - 180« - T , alfo C 2 ber 2ttittel= 

punft eines ÄreifeS, ber bur$ ABR gc^t; ba3 von C 2 auf AR gefällte 
Sot halbiert alfo AR. £a nun B 2 C 2 1 RA ift, fo ift R ber 
©piegetpunft von A in Sejug auf B 2 2 ; ebenfo ift R ber Spiegel* 
punft von B in S3ejug auf C 2 A 2 . A 2 ift t>on B unb R, audj von 
B unb C, alfo aud) von C unb R glei<$ roeit entfernt; ebenfo beroeift 
man, bafe B 2 von C unb R glei<$ roeit entfernt ift, e3 ift alfo R au* 
ber Spiegelpunft von C in »ejug auf A 2 B 2 ober alfo: 3)ie t>on A, 
B, C auf bie Seiten bej. B 2 C 2 , C 2 A 2/ A 2 B 2 gefällten Sote fd&neiben fi$ 
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in einem fünfte R, ber jugtcid) bcr ©piegetpuuft ber @äen be£ ©runb- 
breiedä ABO in Sejug auf bie entfprecfyenbeu ©eilen be£ Spiegel* 
breiecfö ifi. 

@3 mögen fid^ nun A,B, unb A 2 B 2 in W f$neiben. 2)a A,B, 
bie 2Rittelfenfrccljte von CO ift unb W auf A,B, liegt, fo ift WC = 
WO. 33a A 2 B 2 bie 3Jiitteifenfred&te t>ou OR ift unb W auä) auf 
A 2 B 2 liegt, fo ift aud) WC-WR, alfo WO « WR. ©dmeibct 
B,C, bie ©erabe B 2 C 2 in U, C,A, bie ©erabe C 2 A 2 in Y, fo 
folgt ebeufo UO = UR, YO = VR, alfo ftnb U, V, W pon O 
unb R gleid) roeit entfernt; bie $ollincation3ad)fe UYW ber SDreiecfe 
A,B,C, unb A 2 B 2 C 2 ift alfo bie 2Jtittelfenfred&tc von OR. 

130. ©djneibet mau auf ben §öl;en von ben @dcn gerechnet bcn 
$)urd)meffer be3 3nfreife3 ab, fo erhalt man baburd) bie ©den eines 
SreiedS A 4 B 4 C 4 , baä bem ©runbbreied ABC äljnlicb uub bem Um* 
freife be§ ©piegelbreiedä A 2 B 2 C 2 eingetrieben ift. 

39 em. SBie fd>on bemerft, ift O ber $uuft von Sftagel im ©reied 
M a M b M c ; ba nun O von BC ben Slbftanb p Ijat, fo mujg N von bcr 
parallelen burd) A ju BC ben Stöftanb 2 p Ijaben. ©dpneibet man 
alfo AA 4 = 2p von ber $ö$e ab, fo ift NA 4 II BC, alfo A 4 (AN) 
ober A 4 (HN) = 1 R, e§ liegt alfo A 4 auf einem Greife, beffen Surd)« 
meffer HN ift; baäfelbe gilt von ben entfpredbenb beftimmten fünften 
B 4 unb C 4 . gerner ift NA 4 II BC, NB 4 II AO, alfo N(A 4 B 4 ) - 
C(BA) ober C 4 (A 4 B 4 ) = C(BA). 2)a3felbe gilt von ben anberu 
SBinfeln. 

131. SDer $unft O Ijat für bie Sreiede A 4 B 4 C 4 unb ABC bie- 
felbe 33ebeutung, ebenfo für bie 2)reiede A 2 B 2 C 2 unb A^C,. 

»em. 2)a AA 4 = 2p ift, fo ift AA 4 : A,A 2 = p : M a A, = 
OO c :M a A,. ©Sift AOO c coBM a A„ alfoOO c : M a A, = AO : A,B = 
AO : A,0, alfo AA 4 : A,A 2 = AO : OA,, ba^er mufe A 2 bur$ 
A 4 geljeu unb e£ ift AO : OA, = A 4 : 0A 2 . SDa ebeufo BO : OB, = 
B 4 : 0B 2 , CO : OC, = C 4 : 0C 2 ift, fo ift ber ©afc bamit be-- 
roiefen. @3 ift alfo O bcr igöfjenfcbnittpunft von A 2 B 2 C 2 uub ber 
SRittelpunft bcS Snfrcifeä von A 4 B 4 C 4 . 

132. £ilf3fa$. §at man 4 Ijarmonif$e fünfte AA,BB,, n>o 
AA, burd) BB, Ijarmonifd) geteilt ift, halbiert AA, in M unb be= 
ftimmt ju MA,B ben xrierten §armonif$en B fonjugierten Sßunft N, fo 

ift NB, • NM = NA, 2 . 

Sero. (gig. 70). <£g fei AA, = a, AB = —5—, alfo BA, = 

1 4- k 



\> 
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aX , bann ifi AB, - — a — , A,B, = -**- MB = a a 



1 + X' v ' ' 1-X' ' ! 1-X' 1 + X 2 

a(l-X) 



2 (1+ X) 



, bafyer 



MN = a(l-X) t aX ^ 1-X 
A 1 N~2(1 + X) : 1 + X 2X ' al '° 
MN a ( 1 — X) . N _ aX 
MW — "2(i-3X)' A ^~1-3X' 

B,N=A,N-A,B 1 = aX aX 2aX2 



1_3X i-X (i-X)(l-3X) / 
alfo NB, • NM = ^ T - NA,». 

133. SBenu man bie ©den be8 ©piegelbrei.edfo mit bcm 9ftittel* 
punft be8 ^nfreifeS be3 ©runbbreiedfö Krbinbet unb bie ©c&nittpunfte 
ber erhaltenen ©eraben mit ben entfpred&enben Seiten be8 ©runbbreiedfö 
befiimmt, fo §aben biefe ©dfmittpunfte gleite Sßotenj in 89ejug auf ben 
Snfreiä unb ben geuerbadtfd&en ÄreiS. 

Sem. (gig. 69). g3 fei U, ber ©d&nittpunft von BC mit A 2 0, 
fo wirb M a O a burdf) OaU, fjarmonifdf) geteilt. @£ ifi nämlicf) 
0(A 2 A,M a O a ) ein §armonifd)e3 ©traljlenbüfd&el, atfo roirb BC bur$ 
biefe ©trauten fjarmonifdfj geteilt, b. f>. M ft O a burd& OaU, . @3 ifi nun 
M a ber 3Jttttelpunft von O a O a r , roeld&e£ burdfj O a H a §armonif$ geteilt 
wirb. 9ta$ Str. 132 ifi alfo: 

U I H a U 1 M a = U 1 O a 2 . 

U, H a • U^M^ ift bie Sßotenj von U, in S5ejug auf ben geuerbacfc 
f$en Äreiä, D,O a 2 aber bie $otenj in Sejug auf ben gnlreiS oon 
ABC. SDaäfelbe gilt für bie entfpredf)enb beftimmten fünfte V„ W„ 
fo bafe TJjVjW, bie ^ßotenjlinie ber angegebenen Greife ift. 

134. SDie Entfernung OR, b. 1). beä 2JKttelpunfte3 be$ ^nfreifeä 
oom ©df)nittpunft ber fiote von ben @<fen be8 ©runbbreiecfö auf bie 
entfpredOenben Seiten be3 ©piegelbrciedfe ift gleich bem £)urdf)meffer be3 
3nfreife3. 

Sern. (gig. 69). 9tad& 3fc. 131 ift A 2 B 2 bie gKittelfenftcdJtc t>on 
0C 4 , auä) bie von CR, alfo CROC 4 ein glcidf)fdf)enfligc3 £rape$, bafjcr 
OR = CC 4 = 2p. 

135. S)ie 5Mineation3ad()fe ÜVW ber SDreiccfc A,B,C, unb 
A 2 B 2 C 2 b. Ij. be3 Sogeumittenbreiedfö unb beä ©piegelbreiedtö ifi Xam 
gente an ben 3nfret8 unb bie ^otenjlinte jtmfdjen bem Umfreife be£ 
©piegelbretedfö unb bem SJttttelpunft be3 Sttfrcifcä. Folgerungen. 



• 
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SBcto. (gig. 69). @8 ift WR = WO = WC 4 - WO, alfo W ber 
SKittelpunft beS burd) ROC gelegten ÄreifeS; ferner ift A 4 B 4 C 4 <*> ABO, 
alfo ba P ber 2Jtittelpunft beS Umf reifes »on A 4 B 4 C 4 unb O 3Wittel= 

punft bes Snfreifeä ift, fo ift 4 (PO) = -^=-0, au$ ift C(0 4 O) = 

2 , alfo ift PC 4 Tangente an bett Ärei§ mit bem SJtittelpunft W. 

Siefer Äretö fdjneibet alfo ben ttmfreiä t)on A 4 B 4 C 4 reebtroinftig unb 
WC 4 ift Tangente an ben ttmfrete von A 4 B 4 C 4 . SlnalogeS gilt 
für bic Greife t)on U mit UA 4 , von V mit VB 4 gefcfylagen. S)a 
biefc greife burd) O geljen unb ben Umfreiä t)on A 4 B 4 C 4 redf)troinflig 
fd&neiben, fo ift UVW bie Sßotenjlinie jroifd&en biefem Greife unb Sßunft O. 

3fl bonn Q ber 9ftittelpunft üon OR, fo ift OQ = p; ba nun 
OQ JL UVW ift, fo berührt Der mit OQ t>on O betriebene ÄreiS b. $. 
ber gnlreiS bie ©erabe UVW. 

S)aran fdjliefeen ftdf) nod) einige Folgerungen, ©a bie burd) O 
unb R gefjenben Greife ben Um!rei§ P red)tminflig fclmeiben, fo finb 
O unb R reeipröfe fünfte, biefelben liegen alfo mit bem 3Jtittetpunfte P 
in einer ©eraben. ©e|en mir nodj MO = e, fo ift alfo, ba PN = MO 
ift, e 2 =» PO . PR; votnn mir PR = x fefcen, erhalten mir bie 
©leid)ung r 2 — 2rp = x (x — 2 p), alfo x = r. 

136. Sie um bie Sßunftc U./^W, burd) ben 3Jtittelpun!t O 
be£ Snfrtifc* geljenben Greife fdmeiben ben Umfreiä bc£ ©piegelbreietfc 
red&troinftig, baljer liegen U,, V,, W, auf ber Äollineationäadjfe ber 
SDreiecfe AjB,^ unb A 2 B 2 2 . 

Sern. (gig. 69). @<S ift (Str. 133) U,0. 2 = TJ l H E .tr 1 M. / folg« 
li$ aufy megen ber Proportionalität ber Sinieu: U,0 2 = U, A 4 . U, A 2 , 
alfo U,0 gleid) ber Tangente von U, an ben Umfreiä von A 2 B 2 C 2 ; 
ber mit UjO um Uj gefdjlagene $rei£ fdmeibet jenen ÄreiS alfo red;t= 
minflig. ®a3felbe tljun bie von V, unb W, bur$ O gelegten Äreife, 
biefelben gehören alfo ju berfelben ©d)ar mie bie von ben fünften 
U, V, W bur* O gelegten Äreife. SDaljer liegen U, V, W, U„ V„ W, 
auf berfelben ©eraben, roelcbe bie ^otenjlinie jmifd)en O unb bem Um= 
freife von A 2 B 2 C 2 ift. 

137. ©a§ üon geuerba$. SDer 3n!ret$ un & btx $euerba$fd)e 
$rei§ berühren fteb. 

Sem. (gig. 69). g<S ift U.^W, ober UVW bie ^otenjlinie 
be3 ^nfreifeä mit bem geuerbad)fdjen Greife. SDa UVW ben ^nfrete 
in bem 2ftittelpunfte Q von OR berührt, fo mufe biefe ©erabe ben geuer= 
bad)fd)en Äretö in bemfelben fünfte berühren; biefelben berühren fxd^ 
alfo gegenfeitig. 
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138. Sie Sote aon ben @<feu beä SBogenmittenbreiedS auf bie ent= 
fpredjcnben «Seiten be$ ©piegelbreiedä fdbneibcn fid) in einem fünfte L, 
ber bem 9tagelfd)en fünfte N auf bem Umfreife oon A 2 B 2 2 entfpridjt, 
aud) auf ber ©eraben MN, ber SBetbiubungSUnie be3 9togelfd>en Sßunfteä 
mit bem Dftittelpunfte be£ Umfreifeä liegt. 

33ero. ($ig. 69). 2)afj bie Sote von A, auf B 2 2 unb von B, 
auf C 2 A 2 fic^ auf bem Umfreife be§ ©runbbreieds fd^neiben, folgt leicht 
au% bem ©a£e t)om Sßeripljerieroinfel. SSerbinbet mau aläbann ben 
©dmittpunft L ber Sote mit C,, fo folgt L(B,0,) =» A^BjC,) = 
A 2 (C 2 B 2 ). 3ft ölfo B t ber ©djnittpnnft von LB, mit A 2 C 2 , unb C< 
ber ©$nittpunft t>ouLC, mit A 2 B 2/ fo ift A 2 B*LC« tin Ärei3x>ierccf, 
alfo C«(LA 2 ) = 1 R, b. t). ba3 von C, auf A 2 B 2 gefällte Sot gefjt 
ebenfalls bttrd) L. 

@S ift ferner NA 2 JL B,^, C,C< JL A 2 B 2/ baljer A 2 (C*N) = 
0,(6,10 ober A 2 (B 2 N) = A,(B,L), baf>er aud) bie gtt>eite Söefyauptung 
richtig. 

Sie SDreiede A^C, unb A 2 B 2 C 2 finb ä(jnt$ mit O als 
©ituationSpunft, bal)er muffen bie Serbinbungslinien entfpred;enber 
Sinien gleite SBinfel etnfdjliefjen, c<S ift fomit P(ON) = M(OL). SDa 
aber P(ON) = M(ON) ift, fo au$ M(ON) = M(OL) ober MNL 
liegen in einer ©eraben. 

139. 5)ie Sote fcon A auf B 4 C 4 , üou B auf C 4 A 4 , sou C auf 
A 4 B 4 fd&neiben ft$ in einem fünfte T beS UmfreifeS von ABC, ber 
bem fünfte H auf bem Umfreife be§ Spiegelbreiedä entfprid)t. 

Sem. (gig. 69). 55a£ erfte ift genau fo ju beroeifen, roie ber eut= 
fprec&enbe %ül beS ©a§e3 in 3lr. 138, fo bafe alfo T auf bem Um= 
freife t>on ABC liegt, gerner ift HA 4 JL BC, CT JLB 4 A 4 , alfo 
A 4 (HB 4 ) = C(BT) = A(BT), fo bafc T ber Sage von H entfpri^t. 
2)a fid) nun au$ N unb L entfpred;en, fo liegt T auf bem. 
SDurd)meffer, auf bem L liegt, roorauS nod) folgt: 
AL II B 4 C 4 , BL II C 4 A 4/ CL II A 4 B 4 . 

140. 35ie ©egentranSoerfalen ber nad; bem fünfte L $tngel)enbeu 
edtranSoerfalen beS ©runbbreied» finb fenfred)t gu HN, ber SSer- 
binbungSlinie beä <0öf)enfd)nittpunft3 mit bem fünfte von 9tagel. 

Sem. SW man LI/ II AB, mo 1/ auf bem Umfreife liegt, fo 
ift CL' bie ©egentranSuerfate x>on CL. gerner H(CN) = L'(CL); 
ba nun CHJLLL', fo aud) HNJLCL'. SDafe bie ©egentranSüer^ 
falen t>on AL unb BL parallel CL' ftnb, ifi befannt. 

Nebenbei fei bie Folgerung ermähnt, bafe bie ©imfonf<$e ©erabe 
t)on L parallel HN, bie von T fenfredtf ju HN ift. 



— 113 — 

141. Sic ÄoUineationäctdjfe bet SDreiede A 4 B 4 C 4 unb ABC ift 
fenfredjrt gut ©eraben HT. 

8eto. (gig. 69). @8 mögen ft$ B 4 C 4 unb BC in X, C 4 A 4 unb 
CA in Y, A 4 B 4 unb AB in Z fcbneiben, bann ift alfo XYZ bie 
JMtneationSaa)fe ber ®teiede A 4 B 4 C 4 uub ABC. £a nun CT X A 4 B 4 
tfl, fo folgt fofort: 

A 4 T 2 - A 4 C 2 = ZT 2 - ZC 2 , 

ZT* = A^T 2 - A 4 C 2 + ZC 2 ; ebenfo 

YT 2 = A 4 T 2 - A 4 B 2 + BY 2 , alfo 
ZT 2 - YT 2 — A 4 B 2 - A 4 C 2 -+- CZ 2 - BY 2 , 
ober ba HA 4 ± BC ift, 
ZT 2 - YT 2 — HB 2 - HC 2 + CZ 2 _ BY 2 . 

@S ift CZ 2 = BZ 2 + a 2 -2a.BZcosß, • 
BY 2 = CY 2 + a 2 -2a-CY.cos-r, alfo 
CZ 2 - BY 2 = BZ 2 _ CY 2 - 4r sin a (BZ cos ß - CY cos i) ; 

fomit 

a) ZT 2 - YT 2 = HB 2 - HC 2 + BZ 2 - CY 2 - 4 r sin a 

(BZ cos ß - CY cos ■(). 

2lu3 ben fcreieäen ZBH unb YCH folgt: 
ZH 2 = BZ 2 + BH 2 — .2 BZ . BH sin a = BZ 2 •+- BH 2 - 

4 r sin a BZ cos ß 
YH 2 = CY 2 + CH 2 - 2 CY . CH • sina = CY 2 + CH 2 - 

4 r sin a CY cos f, 
alfo 

ß) ZH 2 - YH 2 = BZ 2 - CY 2 -+- BH 2 - CH 2 - 4 r sin a 

(BZ cos ß - CY cos ■(), 

fomit in SSerbinbung mit a) 

ZT 2 - YT 2 = ZH 2 - YH 2 , 

roorauS folgt 

HT _L YZ. 

33 em. Siefe $igut bietet nodj mandpe anbete (Sigenf haften, bie 
jebodj nur nebenbei ermahnt werben mögen, ba ifjr 33en>ei8 oorjug8= 
roeife bie 2)urä;fuf)rung oon Stedjnungen »erlangt. 58ei biefen 9ted)nungen 
tianbelt es fiä) tocfcntlic^ um bie Umformung trigonometriföger $funfc= 
tionen. (SS gilt folgenber ©afc: 

3ieljt man in bem Umgreife eines S)reie<J8 ben 2>ura)meffer, melier 
burd& ben SJlittelpunft beS Sfnfreifeä gellt, unb trägt bie Steile beS £>ura> 
mefferS, bie man burdj ben üölittelpunft beS ^nfrcifeä afe £eilpunft er= 

SB. ftH&tmattn, @9ttt$ettf$e Setoetfe. 8 
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l>ält, auf ben SDreiedteljöljen auf (von ber 6pt|e geregnet), fo liegen fo* 
woljl bie 3 fünfte be$ einen, atö au<$ be3 anbern ©pjiemS auf einer 
©eraben. 83eibe ©erabe geljen burdfj ben 3JUttelpunft be$ SnfreifeS unb 
fielen aufeinanber fetrfred^t. 

£rägt man femer ben 9fabiu3 be$ Umfreife« auf ben $ö^en auf, 
fo etfjält man burdfj bie ©nbpunfte ein SDreied, n>el$e$ bem Spiegel* 
breietf fongruent ifl. S)ie aSerbinbungSlinien ber entfpre^enben @<fen 
f^netben ft<$ im SWittelpunfte be3 geuerbadfjf^en ÄreifeS. 



(Einiges aus der JJrocardfcften ©eometric 



©rfter %cxt. 

Die arnnMefienben tmb elementaren (gigenfdjaften 

bet äfroeartftyen (fteontettie* 



1. 2)ie SejeidDnung ift ber ijjauptfadje nad) bie frühere, fo bafe ABC 
ein ©runbbreieef mit ben Seiten a, b, c unb ben SBmfetn a, ß, 7 ift. 
2)er Snljalt iji A. 35er gufamnft be3 £ote3 oon einem fünfte P auf 
bie Seite a roirb mit P R bejetdjnet, mctljrenb ber ©djmttpunft ber 
burdj A geljenben (StötranSoerfale mit ber ©egenfeite bie Sejeidjnung 
Pa erhält. 2Ba3 i)iernad& P b , P c , Pß, P r bejeidjnet, ift erft$tltd&. 
©onftige fünfte unb ©erobe erhalten i^re Sejeid&nung beim auftreten. 

2. %n jebem 2>reied giebt e3 2 fünfte L' unb L", für meldte 
A(BL') = B(ÜL') = C(AL') = A(CL") = B(AL") = C(BL") ift 
S)iefe fünfte Ijetfeen bie Srocarbfdjen, unb jroar genauer, L' Reifet ber 
erfie ober pofttioe ober inbirefte $unft t>on Srocarb, L" ber jroette 
ober negative ober birefte Sßunft oon Srocarb. 

2)er baju gehörige SBtnfel A(BL'), ber mit <o bejeid&net werben 
foll, Reifet ber Srocarbfdje.*) gür il>n gilt bie Delation: 

, r, . 1 + cos a cos ß cos 7 a 2 -+- b 2 ■+■ c 2 

COt CO = COt CC -h COt ß 4- COtY = ; . Q . ■ = j-r . 

r ' sin a sin ß sin 7 4 A 

Sem. (gtg. 70). 9Jlan finbet junädtft bie ©leidjungen: 

AL^ sinCß-aQ BL' ^ sin (7--0) CL ' = sin(a--a>) 
BL'~~ sinco ' CL' sinco ' AI/ sina> ' 



*) ©icfje ben Strittet von ©djlömtfd& in ber 3eitf<$tift t>on 3. <L 95. fcoffmann, 
Söb, XX 3<**W 1889 pag. 401 ff. 

8* 
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.„ AL" _ sin co BL" _ sinco OL/' _ sinco 
aaltet* gjjTi - jfaj£Z- m y CL" "" sia (ß - co)' AL'' ~ sin (7 - »y 

SBeibe ©gjteme liefern bie 3telation: 

sin (a — co) sin (ß — co) sin (7 - co) = sin 3 co. 

SBerroanbelt man Ijier sin (a — co) sin (ß — co) in eine Summe, 
bann bie Sßröbufte ber ©lieber mit sin (7 — co) nrieber in Summen, fo 
ergiebt ftd) mit Serüdftdfjtigung ber Sebtngung a + ß4-7 = 180° bie 

©letdmng : 
sin (2a + w) + sin (2 ß 4- co) 4- sin (2 7 4- co) — sin 3 co == 4 sin 3 co. 

£ierau§* folgt, roentt man nodj "bie tftelattou benuftt: * 

sin 3 co = 3 sin co — 4 sin 3 co, 

bie ©leidfjung: 

(sin 2 a 4- sin 2 ß 4- sin 2 7) cos co 4- (cos 2 a 4- cos 2 ß -f- cos 2 7) 

sin co = 3 sin co. 

Sa nun sin 2 a 4- sin 2 ß 4- sin 2 7 == 4 sin a sin ß sin 7, 

cos 2 a 4- cos 2 ß 4- cos 2 7 — — 1 — 4 cos a cos ß cos 7 ifl, 

.*• c r A . 1 4- cos a cos B cos 7 

fo folgt cot co = — -. . Q . L . 

' ö sin a sm ß sm 7 

©e|t man no$ 

1 s — cos (a 4- ß 4- 7) = cos a sin ß sin 7 4- sin a cos ß sin 7 4- 

sin a sin ß eos 7 — cos a cos ß cos 7, 

fo folgt 

cot co = cot a 4- cot ß 4- cot 7. 

93 em. Sie ,3urü<Jfüf)rung von cot co auf cota 4- cot ß 4- cot 7 
fann au<$ leidet auf folgenbe SBeife gef^c^cn. 

Sa A(BL f ) =* co, B(L'A) = ß - co ift, fo folgt L'(AB) = 

180°-ß, alfo 

. T , c sin (ß — co) r 

AL = ^ — -, ferner aud; 

sinß ' ' y 

A T , b sin co rf 

AL == — : , alfo 

sina ' 

sin 7 sin a sin (ß — co) = sin 2 ß sin co ober 

sin 7 sin a sin ß cot co — sin 7 sin a cos ß = sin 2 ß, 

x 10 s i n ß j. o sin (a 4- 7) 

cot co = cot ß 4- — ? — = cot 8 H r-^ — t-^- 

. sm a sm 7 r sin a sm 7 

= cot a 4- cot ß 4- cot 7. 

3. Sie 33rocarbfd)en fünfte tonnen burc§ folgenbe Äonftruftion er= 
galten werben: 9Jian jeid^ne ben Äretö, ber BC in B berührt unb 
bur$ A gefjt, bann ben ÄreiS, ber CA in C berührt unb burdj) B 
get)t; ber 6$mttpunft biefer Äreife, burd) ben audf) ber Äretö ge^t, ber 
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AB in A berührt unb bur$ O geljt, ifi bcr SBrocarbfdfje $unft L'. 
5ttnalo& mirb L"gefunben, inbem man ben SreiS jeidbnet, ber BC in 
berührt unb burd& A geljt, bann ben ürete, . bcr CA in A krityrt unb 
burdj) B Qtfy, burdj bereu ©dj)ntttpunft aud& ber ÄreiS geljt, ber AB in B 
berührt unb burdj ge^t. . 

. SDer 33emei3 folgt fofort barauS, bafc L'(AB) = 180 Q - ß, 
L'(BC) = 180° - 7, L'(CA) = 180° - a, L"(AB) = 180° - et, 
L" (BO) = 180° - ß, L"(CA) = 180° - 7 ift. 

4. 3)ie örocarbftyen Sßuufte fönnen au$ bur<$ SJenufcung bcr ©gm* 
mebianen erhalten werben. ßie^t man tiämlid^ bie fidf) in L fdjneibeuben 
©gmmebianen AL a , BLß, CLy, bann burdf) La bie parallele L a N 3 
ju AC, burdf) Lß bie Sßaraffele LßN, ju BA, bur<$ L r bie 5ßa- 
raffeie L r N 2 ju BO, fo fönetben fi$ AN,, BN 2 , CN 3 in L'. 2»an 
wirb ä^nlid^ L" erhalten, wenn man burd& La bie parallele L a M 2 ju 
AB, burdj) Lß bie parallele LßM 3 ju BO, burd& L r bie parallele 
L r M, ju CA jietyt, unb bie (£<ftran8t)erfaten AM,, BM 2 , OM 3 jeidfmet. 

Sern. £)er ©afc ift beroiefen, menn man jeigen fann, bafe GL' 
bie ©eite AB in einem fünfte N 3 fd&netbet, fo ba& BL a : L a O = 
BN 3 : N 3 A ift. 

2>urdf) 33erglei<J)ung ber S)retede BN 3 C, AN 3 C folgt: 
BN 3 : N 3 A = a sin fr — co) : b sin o> = sin a sin fr — a>) : sin ß sin a>; 
alfo ba sin fr — w) : sin <o = sin 2 7 : sin a sin ß ift (Sir. 2) fo folgt: 
BN 3 : N 3 A = sin « sin 2 7 : sin a sin 2 ß = sin 2 7 : sin 2 ß. 
»efanntli* aber ift BL« : LaC. = c 2 : b 2 •= sin 2 7. : sin 2 ß. 

5. sin a cos (a +- <o) -+- sin ß cos (ß -+• <o) -f- sin y cos fr ■+■ a>) = 0. 
Sem. ©efcen mir btefen 2lu3bru<J gleich ß, fo ift 

Q = (sin a cos a + sin ß cos ß -+- sin 7 cos 7) cos a> — (sin 2 a + sin 2 ß 

-+- sin 2 7) sin a> 
= 2 {sin a sin ß sin 7 cos <o — (1 -f- cos a cos ß cos 7) sin a>} = 0. 

6. einiges über bie ©röfee be3 Srocarbfdjjen SBinfeiS. 

@3 ift (cot ß - cot t) 2 -f- (cot 7 - cot a) 2 + (cot a - cot ß) 2 
= 2 {(cot a 4- cot ß + cot t) 2 — 3 (cot ß cot 7 4- cot 7 cot a 4- cot a cot ß)} 
= 2 (cot 2 a>- 3). 

S>al)er ift im affgemeinen cot 2 «>>3 unb nur bann cota> = 3, menn 
a = ß = 7 = 60° ift; bat;er a> < 30°. 

3ft a = 90°, fo ift coto = cotß + tgß = ^-p >2. 

3ft a t> 90°, fo fönnen mir bie SBtnfel beS SDreiedfS mit 90°-i-<p+<k 
45° — 9, 45° — ^ bejeid&nen, mobei aber ^ anä) negatio fein fann; ifl 
aber etwa <{/= — Xr fo ift immer 9>x- 
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ÜJton ftnbet nadj einigen Umformungen: 

cot<« = 2+tg( y ^)+ 2 {(^ 

6VY Y (l - 1« ff) (l - tg <{0 (i - tg '> tg ?) 

25a tg<p<cl, tg^<l ifi, fo folgt, bafc 

coto>>2 + tg(9 + ^) ift 

2luS ber Delation in 9tr. 5 folgt, bafe unter ben SBinfeln a-ha>, 
ß -h ii), «f + <u roenigflenS einer größer ate 90° unb einer Heiner otö 90° 
fein nrnfe (ber ©renjfaff a « ß = y wirb natürlid) ausgenommen). 3fl 
alfo a:>ß:>Y, fo ifi a4-co>90° y 7 + 0x90°, bagegen ift ß + a> 
jmetfeBjaft. 

35ie ©runbgleidjung sin (a — «>) sin (ß — w) sin (t ~ a>) = sin 3 a> 
ergiebt femer, bafc, wenn eine (SdtranSoerfale nad> einem SBrocarbfdjen 
fünfte ben betreffenben SBinlel halbiert, bieg nur bie au$ ber 6de be8 
mittleren Sßinfete fein fann, bie bann natürlidj beibe Srocarbfdje fünfte 
enthält. 

3fn SJejug auf bie S9rocarbfd)en SBinlel erhalten wir ba^er 5 £aupt= 
fälle oon 2)reie<fen. 

1. a^90°>ß>2co>Y / ß-f-a><90°, 

2. ap>90°^2«)>ß^T, ß + <o<:90 , 

3. 90°>a>ß>2cü>Y, ß + <o>90°, 

4. 90° > a > ß > 2<ü > t, ß + co < 90°, 

5. 90°>a>2co>ß> T , ß + a><90°. 

2)aju treten nod) ©renjfäffe, bie mir erhalten, roenn entmeber 
2 SBinf el be3 2)reieä 8 gleich finb , ober ß = 2 <o ober enbli$ ß + a> = 
90° ifi. 

SSemerfenämert ifi, bafc unter ben 5 igauptf äffen nur einmal 
ß + co > 90° fein fann. 

63 ifi natürlich, bafe bie allgemeinen ©genfd&aften für alle fjätte 
benfelben (S&arafter tragen; audj ftnb bie Unterfuc&ungen entfpretyenb; 
bie 9Serfd)iebenl)eiten bejteljen fi$ nur auf bie Sage oerfd&iebener fünfte. 
SDer ßlarljeit falber mirb e3 gut fein, einen beftimmten gaff ju ©runbe 
ju legen; e3 fei l)ier ber gaff 90°>a>ß>2<o>? gewählt 

7. ©Reiben ft<$ BIZ unb OL" in A', CL' unb AL" in B', 
AI/ unb BL" in C, fo liegen A', B', C r auf einem Äreife, ber bur<$ 
L' unb L" ge^t, unb ABC ifi bem ©runbbreied ABC äi)nl«&. 
SMefeS S)reied Reifet ba3 erfie SSrocarbfd&e SDreied, ber ÄreiS ber 83ro= 
carbf^e. 

Sern. S)er SRittelpunft be* Umtreifeg fei M (gig. 70), alfo M., 
M b/ M bie 3Jlittelpunfte ber ©eiten, bann liegen nadj unferer an- 
nähme bie fünfte A' unb B' weiter t>on M a unb M b entfernt, ate M, 
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C r liegt aber uä&er an M c ate M. ®3 ifi nämli<$ MM. = r cos a, 
A'M R = r sin a tg co, ba aber cot a < tg co tft, f o audj cos a < sin a tg <o, 
ebenfo cos ß < sin ß tg co, bagegen cos 7 > sin 7 tg a>. 9hm ifi A'(L'M) 
= 90° - co, A'(MC) = 90° - co, alfo A'(L'C) = 180° - 2 co, alfo, ba 
L" in ber Serlängerung von CA' liegt, A'(L'L") = 2a>. (gbenfo 
B'(L'L") = 2«), C'(L'L") - 180° -2 10; e* liegen alfo alle 3 Sßunlte 
auf einem Äreife über L'L", tote aus ber angegebenen Sage ber Sßunfte 
A', B', 0' ^eroorge^t 

@3 ifi ferner L'(BC) = 180° -7, alfo L'(A'B') = 7; ebenfo 
L'(BA) - 180° - ß, L'(A'C) = ß, 2c. 

8. $tel)t man bur$ bie (Stöen be$ erfien Srocarbf^en 3)reie<fö bie 
parallelen ju ben entfpre^enben ©eiten be3 ©runbbreiedte, fo fd)neiben 
ftdj biefelben im fünfte t>on Semoine. 

Sem. ®3 ifi bemiefen (111), ba& bie äbfiänbe be3 fünfte« von 
Semotne ft<$ wie bie Seiten üerljalten, barauS folgt (111 unb 2 im 
Slnljang) 

LL a = r sin a tg to, LL b = r sin ß tg co, LL C = r sin 7 tg co. 

@3 ifi aber audj A'M a = r sin a tg co, B'M b = r sin ß tg co, C'M C = 
rsinTtgco, alfo A'L II BC, B'L II CA, C'L II AB, raorauS ber ©afe 
folgt 

9. 35er äbftanb beS SJUttelpunlteä beS UntfreifeS t>om $unft von 
Semoine ifi ein 2)urdjmeffer be3 Srocarbf^en ÄretfeS um A'B'C. 
(Srocarbfdjer 35ur<$meffer.) 

Sern. 3lu3 9tr. 8 folgt A'(LM) = 90°, ebenfo B'(LM) = 90°, 
C r (LM) = 90°. 

Sem. 35er ÄreiS ge^t alfo burd) 7 befonbere fünfte, A', B', C, 
L r , L", L, M, berfelbe mürbe baljer aud) ber ÄreiS ber 7 Sßunfte ge* 
nannt. 

10. 3)ie ©erabe t)on Srocarb b. I). bie Serbinbungälmie ber 33ro* 
carbfdjen fünfte ift fenfredtf jum 8rocarbfd)en 2)ur<$mef[er, b. $. ber 
SSerbinbungSlinie be3 fünftes von Semoine mit bem 3fttttetpunft be3 
UmfreifeS. 

Sern. @S ifi ju bemeifen, bafe LMlL'L" ifi. 9hin ifi A'(LL') = 
B(A'C) = co; ebenfo A(LL") - C(A'B) = co, alfo bie Sogen LI/ 
unb LL" einanber gleidj; ba nun LM ein SDurdjmeffer ifi, fo folgt 
LM J. LL". 

11. S5a3 ©runbbretetf ift mit bem erften Scocarbfdjen ©reieä 
foüinear; bie ©ntfernungen be$ ÄolltneationScentrumS von ben ©eiten 
ftnb ben brüten Sßotenjen ber Seiten umgefe^rt proportional. 
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Sern $)er erfte Seil ergiebt ftdj als Folgerung eine* allgemeinen 
Sa|e3: ßeidjmet man über ben Seiten eine« £>reiecl$ als ©runblinien 
ä^nlid&e gleid&fd&enflige 35reiede, fo ift ba$ burd) bie ©pifcen befltmmte 
2>reied bem urfprünglidjen 3)reied foffmear. 

Gß fei 9 ber Sßinfel an ber SafiS ber betreffenben glei$f<$entligen 

S)reiede, bie ©pi|e be3 SDreiedä über BC fei A 9 , über €A fei B ?/ 

über AB fei C ? . Siegt A<p auf ber äußern Seite, fo läfet ftd) für 

alle fünfte von AA<p bie @igenfd)aft nad&roeifen, bafe bie (Entfernungen 

■■-.-.. i 

beä fünftes von ben Seiten b unb c ba3 SSerljältniS ■ /q . > ? 

— r-jj r- tyaben. (Sbenfo tyaben bie fünfte von BB ? bie ©igenfdjaft, 

bafe bie Entfernungen berfelben von ben Seiten c unb a baä SSerfjältnte 
-r-7 — ■ — r- : —r—, — - — r- BaBcu, unb bie SSunfte von CC» habtn @ntfer= 

nungen von a unb b, bie ftdb rote —^— f r : . /Q r uerbatten. 

sm (a + 9) . sin (ß -h 9) - 

. ipierauS folgt, bafe ba3 XrtpefoerfyältniS ber (gdtranSserfalen AA<p, 

BB<p, CC ? ju ben Seiten be$ 2)reied8 ben SDBert 1 $at, bafe fie fi$ 

atfo in einem fünfte ' fd)neiben. 3)ie (Entfernungen biefeS fünftes ju 

ben Seiten Ijaben ba8 SBerljältniS : 

1 11 

sin(a-Hcp) ' sin(ß + «) " sin (7 + 9)* 

3ft ba£ 2)reied nad) ber innern Seite angetragen, fo ift einfadf) — 9 
an Stelle t)on 9 ju fe|en. 

SJtan erhält nun bie fünfte A', B', C, inbem man gteidjfcbenf* 
lige SDretede mit bem 33afi3u>infel a> nad) ber innern Seite anträgt. 
3)a$er Reiben ft$ AA', BB', CC in einem fünfte S, beffen @nt= 
fernungen t)on ben Seiten ba3 SBer^ältniä 

-.—7 r- : . , Q r- : -^—p r- gaben. 

sin (a — <o) sin (ß — a>) sm (y — <o) 

3lu3 Str. 2 folgt, ba sin « sin ß sin ^ sin (ß — «>) = sin 3 ß sin ä> ift, 
bafc sin (a — <o) : sin (0 — a>) : sin (^ *~" <*>) = sin 3 a : sin 3 ß : sin 3 ^ ifi. 

12. &a« ©runbbreied ABC unb ba8 erfte 8rocarbf$e 3)reied 
Ä'B'CP Ijaben benfelben ©djroerpuult. 

Sern. @3 fei Au> ber ©piegelpunft von A' in 33ejug auf Seite 
BC, bann Ijaben ABC unb AA'Aw biefelbe Sdjroerlinie AM ft , alfo 
aud& benfelben Sc^merpunlt Q-, melier AM. nad^i bem 3Ser^filtntö 
2 : 1 teilt. SSerbinbet man nodj Ato mit B r unb C, fo erhält man 
2 Sreieäe B'Au>C unb C'BAto, roetebe beibe ABC ä^nli^ finb, weil 
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fie in einem Sßinfel unb bem Servitute ber eingefdjloffenen ©eiten 
iibercinftitnmen ; ba£ SSedjältuiS einer Seite biefer 3)reie<fe jur ©eite 

be3®runbbreie<fö ift in beiben hätten * . <&$ folgt barauS CA«, = 

u 2cosö> 

AB', B'A«) = AC, alfo ift ACAoB' ein ^Parallelogramm. £>a ftdfr 

alfo AAü, unb B'C gegenfettig halbieren, fo ift ber SJUttelpunft t>on 

AAü, aud& ber von B'C. Sie S)reiede A'B'C unb AA'Au> tyaben 

alfo biefetbe von A' auSge^enbe ©$roerlinie ; bafyer tjaben biefe 2>rete<fe 

benfetben ©d&roerpunft G. 

13. Seftimmt man bie ©piegelpunfte ber ©den beS erften 33rocarb= 
fd^en SDreiecfö in Sejug auf bie ©eiten be3 ©runbbreieä i , fo erhält 
man ein SDreietf AwBwCa,, ba3 mit bem ©runbbreied: follinear ift; ba$ 
$ollineation$centrum ift ber SBinfelgegenpunft t)om 3Jttttelpunft ber 
©treäe, bereit (Snbpunfte bie 33rocarbf#en fünfte ftnb. 

33 em. 2)af$ bie angegebenen 35reieÄe follinear finb, folgt aus bem 
in 9fr. 11 angegebenen allgemeinen ©a$e. 63 fei bann E ber 3Jtittel= 
punft oon L'L" unb J ber ©djntttpunft oon AA<u, BBu>, CCa>, K ber 
SKittelpunft be3 Srocarbfdjen Äreifeä, K a < ber 2JUttelpunft. von B'C; 
bann finb ACB' unb AL'L" 2 ä^nlid&e SDreieäe, ba ACT/ unb 
AL"B' ate ©efanten be3 33rocarbfd)en ÄreifeS angefeljen werben fönnen; 
biefe ©reiedfe fjaben aber umgefeljrte äljnlidje Sage; e3 finb alfo AE 
unb AK a ' entfpredjenbe ©erabe in ben ©reieäen unb für baSfelbe 2)rei= 
e<f ©egentran3i>erfaten. 3)a aber AL' unb AL" aud& ©egentran3= 
uerfalen im ©runbbreied finb, fo alfo au$ AE unb AK a '; AK a ' ift 
ber Sage nad) AAco ober AJ; alfo AE unb AJ finb ©egentranäüerfalen. 
3)a ebenfo BE unb BJ, OE unb CJ ©egentranSoerfaten finb, fo finb 
E unb J ©egenpunfte. 

@S folgt nodb aus 9tr. 11: 

TT «TT «TT — • • 

sm (a 4- a>) sin (p 4- <o) sia (7 4- <o) ' 
alfo fxnbet man: 

EE a : EE b : EE C = sin (a + «>) : sin (p 4- <o) : sin (7 4- <o), 
ober EE a = X sin (a 4- a>), EE b = X sin (p 4- <o), EE C = X sin (7 4- a>). 

25a a • EE ft 4- b • EE b 4- c • EE Q = 2 A ift, fo ftnbet man bur<$ 
@infe|en bie ©teid&ung: 

X { (sin 2 a 4- sin 2 p 4- sin 2 7) cos <o 4- (sin a cos a 4- sin ß cos ß 4- 

sin 7 cos 7) sin «>} = 2r sin a sin p sin 7, . 

pber ba sin 2 a 4- sin 2 p 4- sin 12 7 = 2sin a sin p sin 7 cot w, 

sin a cos a 4- sin ß cos p 4- sin 7 cos 7 = 2sin a sin p sin 7 ift, 
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X {cot ii) cos co -h sin co} = r, 
X = rsinco; 

fomü EE R = r sin co sin (a + co), EE b = r sin co sin (ß + co), EE = 

r sin a> sin (7 ■+■ co). 

Sem. (Sä ifi nid&t fd^roierig, biefe Sängen bireft au« ben SB* 
flänben ber fünfte L' unb L" t)on ben Seiten abjuleiten. 

3Jtan pnbet leidet mittelfi be3 ©tnuSfafceS: 

= rsin yjfa^ L „ L „ = r^ßjin^o ^ 
smß ' sin? 

4 (L'L' a + L"L" a ) = EE ft = 4^r— (sin 2 ß -h sin 2 7) = * ?'" 
* v a *' smßsin7 v r sinßsmif 

(sin 2 a + 2 sin ß sin 7 cos a), 

EE a = . Q . — {l — cos a (cos a — 2 sin ß sin 7)} 
sin ß sin 7 l v r '" 

rsin 2 a> ,., /n w rsin 2 a> f 

= . Q . — (1 + cos a cos (ß — 7) ) — -T-0-? — (1 + cos a cos ß 
sm ß sin 7 v vr y/ sin ß sm 7 

cos 7 -+• cos a sin ß sin 7) 
= r sin 2 co sin a (cot a> + cot a) = r sin a> sin (a -+• co). 

14. 2)er ©d^ttjerpunlt be3 ®teiecf3, beffen (Säen ba8 ÄottineationS- 
centrum be$ ©runbbreiedte mit bem örocarbfdjen SDreieä unb bie Sro- 
carbfc^en fünfte finb, ifi ber ©d&merpunft be3 ©runbbreiedte. 

33 em. 2>aS ÄoHineationScentrum fei S, bann tfi alfo SL'L" ba8 
betreffenbe 2>reie<J, welkes mit ABC ben Sdjroerpunft 0- gemein ^aben 
fott. SBir ^abeu für ben 3Jtitteipunft E von L'L" bie @igenf$aft 
EE a = r sin to sin (a + a>), EE b = r sin co sin (ß 4- co), EE C = 
r sin co sin (7 4- co). 

SBirb nun bie Sage ber ©eraben M b M c mit a^ bejcid^nct, fo ifi 
EE fto = r sin ß sin 7 — r sin co sin (a -+• co) 

= -jr (cos (ß — 7) -+• cos a — cos a — cos (a 4- 2co)) 

= rsm I 1 — L 4-coj sin I 1 — - 4-col 

— r sin (ß — co) sin (7 — co). 
analog ifi: 

EE bo = r sin (7 - co) sin (a — co), EE^ = r sin (a — co) sin (ß — co), alfo 

EE^ : EE b : EE^ = -7—7 ^ : . /Q r- : — r—, r-, 

sm(a — <o) sin(ß — co) sin (7 — co)' 

fo ba& (Sftr. 11) E für ba3 SDreiecf M ft M b M c bie SJebeutung &at, meldte 
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ba3 ÄoHhteationScentrum S für ABO, baljer mu& SE burd) bcn ©dwer* 
punft G geljen, unb burdfj biefen $un!t nad& bem 33erl)ältni3 2 : 1 
geteilt werben. 3)ann ift aber G ber ©d&roerpunft oon SL'L". 

15. £er SBinfelgegenpunft T com ÄottineationScentrum S ifi ber 
Sßol t)on L'L" in SJejug auf ben 99rocarbf$en Äretä. 

83 em. 3jt H ber §öl>enfd&nittpun!t be8 2)reie<fö ABC, fo ifi 
A(A'A&M a H) ober A(SJGH) Ijarmomfd). ßieljt man bie ©egen* 
tranSüerfaten biefeS SüfdjelS, fo erhält man ebenfalls §armonif<$e 
©trafen, b. &. A(TELM) ift $armonifd); ber 2>urd»neffer LM be3 
Srocarbfc&en Äretfeä wirb alfo bur# T unb E l)armonif<i) geteilt; ba 
nun E ber SRittelpunft L'L" ift, meldte ©erabe fenfredjjt ju LM ifi, 
fo ifi T ber Sßol t)on L'L". 

16. 2>ie ©eraben SH unb TM (ober LM) fmb parallel. 

Sern. ©S ifi SG : GE = 2 : 1, 

MG: GH = 2: 1, 
baljer ME II SH; ME ifi aber bie ©erabe MT ober ML. 

17. 33ere<$nungen von Stbftänben mcrfroürbtger fünfte. 

a) L'L" 2 = 4 r sin 2 a> (1 — 4 sin 2 a>). 

b) ML 2 = r 2 (l-3tg 2 «>); 

TM 1 

C) SH "" 2cos2ü> # 

d) BS a :SaO = b 2 :c 2 . 

. t-ö~2 __ 4r 2 sin 4 a sin (a 4- 3 <o) 
y 8in (a — a>) sin 2 (a -f- <o) 

f) AS 2 = 4 r 2 sin (a + 3 <o) sin(a - w) 

Mg= rco^3_a> = r (1 _ 4 gin 2fi>) 

oy COS CD v ' 

a) L'L" 2 = AL' 2 + AL" 2 - 2 AL' . AL" cos (a - 2 ai). 

«x tx a t » 2 r sin <w sin ß . T „ 2r sin <w sin? 
3lun tft AL = ; *-, AL = -. , 

sino sma 

alfo L r T7 72 = 4 r ! S1 f a - { sin 2 ß 4- sin 2 ? - 2sinß sin? cos(a - 2ö>) } ; 
ba cos (a — 2 ö>) = cos a + 2 sin <» sin (a — co) ift, fo folgt: 

£ Tj^ 2=s 4r 2 sin 2 ^ r gin 2 q + gin 2 T __ 2sin ö s i nT cosa - 4sinßsin? süiö> 
sin 2 a * r ' r i 

sin (a — a>) } 
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= 4ra . 8 *f 2< " { sin 2 a - 4 sin 2 a sin 2 <o } (f. $ftt. 2 3fol).) 
sin 2 a * ' 7/ 

=* 4r 2 sin 2 w (1 — 4 sin 2 a>). 

b) L'E = ~- f MB = i^ cot«, alfo 

ME = r cos o> Kl — 4 sin 2 «» ; 
ML' = r KT^Ism 2 ^; 

alf0 ML = "Sr - ^T»'l-4 S in 2 ä > = rj/l-3tgV 

e. T ift bet sßol t)on L'L", baljer KL' X L'T, alfo 

KL' = KT- cos 2«, 

KT = TJ\-Z\%*a> 
2 cos 2 (o ' 

SH = 2 ME (Sflr. 16), alfo 

SH = 2r cos w ]/ 1 — 4 sin 2 co = 2 r cos 2 <w ]/ 1 — 3 tg 2 <h, alfo 
TM = l _ 
SH 2cos2ä/ 

d) gäfft mau üon Sa bie Sotc auf bie «Seiten AC unb AB, unb 
werben biefelbeu mit s ab unb s ftC bejetd&uet, fo ift 

__ 1 1 

Sab • Oo« — — 



sin 3 ß * sin Y 
Sab = S«C sin 7, s ftC = BSa • sin ß, alfo 

BS« sin ß : S a C sin y = . » : - — ^ ober 
r sin j y sin J p 

BS« : SaO = sin 2 ß : sin 2 t = b 2 : c 2 . 

DÖa = m ö, Öav; 



b 2 H-C 2 ' b 2 -4-C 2# 

e) 2Bir fefceu ber ftfitge falber ASa = cr a , BSa = a^, CSa = a r 
AS = sa, BS = s^, CS = s r 

63 ift bann: 

. U2 a 2 c 4 2abc 2 

a a 2 = b 2 + ttö- — ar« — Trö— — ön cos t 
(b 2 4-c 2 ) 2 (b 2 4-c 2 ) 

b° + 2 b 3 c 2 (b - a cos ?) + c* (b 2 -4- a 2 - 2 ab cos ?) 

" (b 2 + c 2 ) 2 
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^ b° 4- c° 4- 2 b 3 c 3 cos a __ 4r 2 ■ 

(b 2 4-c 2 ) 2 ~ (sin^sin^) 2 ^ 11 ^- 4 - 

sin g y + 2 sin 3 ß sin 3 y cos a }. 

3>a sin 2 a 4- sin 2 ß 4- sin 2 ? = 2 sin a sin ß sin ? cot <*, unb 

. . tt sin2flt « sin 2 ß+sin 2 7 - 2 sin ß sin? cos a, 

fo tft: r i / 

sin 2 ß 4- sin 2 ? = sin ß sin 7 (sina cot <y 4- cos a) 

sin ß sin 7 . ' \ 

= sine ■ •«*(« + "), 

alfo sin °ß 4- sin * T - sin *} f » ^ sin •(« + <o) - 3 sin °ß sin °? 

sin (a 4- cS) 
Sin ö sin 3 y 
= siü 3 6 > ( sin3 ( a +<») ~3sin 2 a>sin(a+ ö >)) / 

alfo sin 6 ß + sin ° T + 2 sin 3 ß sin 3 T cos a = sin°ßsin 3 T 

sin 3 a> 

• (sin 3 (a-h6>) — 3sin 2 <w sin (a 4- m) 4- 2 cos a sin 3 <w). 

Sie Kammer läfct fid^ nodj weiter umformen, ©e^eit mir fie ß, 
fo ift 

ß = sin (a 4- cS) (sin 2 (a + w) - sin 2 <w) — 2 sin 2 <w (sin (a+w)- cos a sin a>) 

= sin (a+ö>) sin a sin(a + 2w)-2 sin a sin 2 <w cos <y . . _ , 

= sin a { sin (a 4- <w) sin (a 4- 2 cd) — sin <w sin 2 0} 

sin a , ^ v ' ' 

= — 2~ v cos ö> ~ cos (2 a 4- 3 oj) .— cos 6> 4- cos 3 ö>) 

= sin a • sin a • sin (a 4- 3 <o) = sin 2 a sin (a + 3w). 
Somit ergiebt fid^ 

2 __ 4 r 2 sin ß sin 7 - sin 2 a « sin (a 4- 3 co) 

Ga — -. -. — 57 : — 

sin o) - sin 2 (a -f 6>) 
__ 4r 2 sin* asin (a 4- 3 <o) 
sin (a — cS) sin 2 (a + ä>) ' 

2r sin 2 a V sin (a — aA sin (a 4- 3ö>) 

Qfgt =. - - - - 1 zL 

sin (a — cS) sin (atw) 
f) 2)er ©a| be3 3Jlenelau3 giebt, inbem mir Sreieä ACS a burdj 
BS/9 fdmeiben: 

AS _ a 2 (b 2 + c 2 ) r . AS _ a 2 (b 2 +c 2 ) 

SSa ~ b 2 c 2 ' al, ° ASa ~ b 2 c 2 +c 2 a 2 +a 2 b 2 oUx 

AS __ sin 2 a ( sin 2 ß + sin 2 t) _ n 

ASa — sin 2 ß sin 2 v 4- sin 2 ? sin 2 a + sin 2 a sin 2 ß ~~ 

__ sin 2 a (sin 2 ß 4- sin 2 v) sin 2 a> 

~~ sin 2 a sin 2 ß sin 2 Y . •' . * . «.'•<.< 
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AS __ sin ß • sin 7 • sin <*> « sin (« + oi) __ sin o> sin (a + <*>) 
ASa ~" sin 2 ß sin 2 y ~~ sin ß sin 7 

__ sin (a + oi) sin (« — a>) 
sin 2 a 

alfo Sa =- 2r ]/sin (a— <w) sin (a + 3«), ebenfo 
Sß = 2r }/sin (ß—6>) sin (ß + 3<w), 
Sy = 2r j/sin (f— «0 sin (7 + 3«). 

g. (» ift 2 ABS« - c • BS« . sin ß; 

2 BA'Sa = B A' • BS« • sin m, alfo 

ABS« csinß . _ 

-r» A , rsina , ABSa ASa . r . - c r , 
BA' = unb D ,, Q — -ttq- tft, fo folgt 

COS« BA Sa ASa 

ASa 2 sin ß sin 7 , 2 sin a - cos o> 

ASa sma sin(a — oi) ' 

barauä folgt: 

AA' __ 2 sin a cos <o — sin (« — oi) __ sin (a + oi) ~ 

ASa "" 2 sin a cos ö> ""2 sin a cos <w ' 

. A , r sin a i/sin(a+ 3») r sin a . . 

AA "^^^inCa-^^coscösinCa-«)' rsin(«-«)sin(a+3a>),. 

v AA f __ sin (a 4- ai) 
™ A'Sa "~ sin(a — a>) # 

gerner ift 

A'S^AS~AA , = rysin(a-(»)sin(a4-3(ö)J2- ^ 1 

r v ' v y | cosa>sin(a — a>)J 

' r sin (a — 2 ai) 1 /-^— 7 N . , , Q v 

= V- 7 J -z y sin (a — co) sin (a + 3 an . 

cos cd sin (a — co) ' x ' v 

Sann ift no$ A'M = A'M a - MM a = r sin a tg a> — r cos a 

r cos (a -I- a>) 

~~ cos a> 

Sei unferer 2lnna$tne über bie ©röfee ber SBinfel ift a + co > 90°, 

alfo cos(a + w) negatit), ba^er A'M pofitit) ^icr ju nehmen. 2Jtan 

würbe ebenfo cos (ß + oi) negatit), aber cos (y + a>) pofttit) §aben, worauf 

c r x c c <.• o r Am/r rcos(a-J-a)) „,,.. rcos(ß4-a>) 
folgt, baft bte gormein AM = — ^ ', B M = — ^- — ^, 

' ö ' u COS O) ' cos « 

r cos f y ~f~ w} 
O'M = — - - ganj allgemein ri<$tig ftnb; bie le$te ©leidjung 

brfieft au&, ba£ 0' netyer an M liegt afö M. 
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MS 2 = 



a) MS 2 = A'M 2 + A'S 2 - 2MA' . SA' cos (A'M, A'S). 

& ift cos (A'M, A'S) - 4^ - 2rsinMn Tsin(a+*») 8 in(a-a») 

Aöa 2 r sin 2 a ysin(a + 3a))sia(a— w) 

__ sin a> sin (« + a>) 

ysin(a — (») sin (a + 3«) 

3)aburd) geljt bie ©Iei<$ung a) tu folgenbe über: 

r^ (cos ? (a 4- co) sin (a — co) 4- sin 2 (a — 2 co) ! 

cos 2 a> sin(a~ a>)^sin(a4■3c!))-^-sin(2a+2ö>)sin(a--2ü))sinü)j• 

2Bir betrauten bie beiben legten ©lieber ber Älammer, meldjje ben 
gaftor sin(a — 2co) gemein §aben; fte geben 

sin (a — 2 co) { sin (a — 2 co) sin (a 4- 3 co) 4- sin (2 a + 2 co) sin <o } 

sin (a — 2 a>) I 
-s i_ Mcosoco— cos(2a4-co)4-cos(2a4-co)--cos(2a4-3co) 

= sin (a — • 2 co) sin (a — co) sin (a4- 4 co); ba^er ifl 

MS 2 = — =— < cos 2 (a -t- co) 4- sin (a — 2co) sin (a 4- 4 co) > 
cos 2 co | v ' v ' v J \ 

= ö ö— \ 1 4- COS (2 a 4- 2 co) 4- COS 6 co — COS (2 a 4- 2a>) > 

2 cos ^co | v y v ' J 

r 2 cos 2 3co 



cos 2 <o 



/ «Ifo 



T^a rcos3co , j • o \ 

MS = = r (1 — 4 sin a co). 

cos co v ' 

18. 35ie SKbfianbe be8 ÄoffineationgcentrumS S be$ ©runbbreiedfö 
mit bem 83rocarbf<$en ©reieä von ben ©eiten be3 ©runbbreiedfö finb: 

cjq 2 r (sin 3 co) aa 2 r sin 3 co aa 2 r sin 3 co 
sin(a— co)' sm(ß — co) ' sinfr. 

Sern. SfoS Str. 11 folgt, baf$: 



«,)' 



SS. = — 



sin (a - co)' °° b ~ sin (ß - co)' ööc ~~ sin (? - co) l|I > 

alfo erhalten mir, inbem mir AS, BS, CS jieljen, mobur$ baS ganje 
©reieef in 3 Seile geteilt mirb, unb baS 2>reie<f gleid) ber ©umme 
biefer 3 Seile fe|en : 

sin ß , sin y I 2 . . Q . 

r -*- 7—7 — — r- f = 2r 2 sinasinßsinY, 
mfr — co) J r " 



Xr 



{ sina 
sin (a — 



co) sin (ß — co) 



sin 



ober ba (N 2) sin (a — co) = - 



sin 3 a sinco 
sina sin ß sin? 



2C. ift, 
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Xr f-r-ä H . o Q ■+■ . a ) = 2r 2 sino>; 

Vsin 2 a sin 2 ß sin 2 7/ 

(cot a 4- cot ß + cot 7) 2 « cot 2 cd, alfo 

cot 2 a -I- cot 2 ß •+ cot 2 7 = cot 2 a> — 2, 

(1 + cot 2 «) + (! + cot 2 ß) + (1 + cot 2 7) = 1 + cot 2 <o, b. fj. 



111 1 



+ 7^20" + 



sin 2 a ^ sin 2 ß sin 2 7 sin 2 o>' 

Xr 
baber -r-5 — = 2r 2 sin 6>, X = 2r sin 3 <o, alfo 
' sm 2 ö> 

aa 2rsin 3 ö> aa 2rsin 3 6> aa 2rsin 3 ö> 



sin (a — oj) ' b sin (ß — <o) ' c sin (7 — «>)* 

19. pttt man von ben gden beS ©runbbreiedS ABC auf bie 
entfpredjenben ©ctten be£ Srocarbfdjeu 2)reiedte bie Sote, fo fcfmeiben 
fid) biefelben in einem fünfte N A ber 311 ben ©den be$ ©mnbbreie<fö 
biefelbe Sage fyat, als ber Sftittelpunft M be§ Xlmf reifet t)om ©runb= 
breieä ju ben (Säen beS erften Srocarbföen 2Dreie<fö. tiefer ©$nttt= r 
punft N Ijeifjt ber Sßunft non £arrr>. 

Sern: (SS fei N ber ©djnittpunft be3 Soteg non B auf A'Ö' mit 
bem Sqte.üqn auf A'B'. ®a A'C uub A'B' bin SBinfel a bilben, 
fo fd)hetben ' fi$ biefe Sote ebenfalls unter bem SBinfel a, unb jmar 
mufc bei unferer Sfona^me über bie ©röfee ber SBinfel ber ©<$mtt- 
punft in bemfelben glä^enteil aU ba£ SDretecf liegen; batjer lugt N 
auf ber Sßerfcp^erie be£ UmfreifeS non ABO. gerner ift N(BA) = 
180°-C(BA)= 180°-0'(A'B'). . £)d BNJLAC, fo muß AN±BC 
fein, alfo ge^t baS Sot üon A auf B'C burdj N. 

.. @3 ift femer A'MXBC, CNIA'B', alfo A'(B'M) = C(BN); 
bä^er ftnb bie $u ben Sogen BN unb B'M in bem Umfreife unb bem 
Srocarbfdjen Äreife gehörigen 5ßeripJ)crierotnfel gtei$. analog ift e$ 
mit ben Sogen AN unb A'M ; baljer liegt N in Sejug auf ba£ SDreieä 
ABC äljnlidj M in Sejug auf baft SDreiecf ABC. 

20. SDie 2lbftänbe be3 fünftes N üon ben Seiten be§ ©runb= 
breieäs erfüllen bie Sebtngungen: 

NN R : NN b : NN = 7 — l — s : : ober 

COS (a -r- ö>) COS (ß + 0)J COS (7 + 0)) 

genauer, e3 ift 

NN — — ^rcos (ßjf 6>) cos (7 + ^) ___ _ 2rcos6>cos(ß + 6>)cos(7+a>) 

a ~~ • 1 — 4 sin 2 (o ~" cos 3 w ' 

NN b = 2c. - • ,■•...; 

Sem. S)er S)urc&meffet be3 Srocarbfdjeu .ÄreifeS ift (17) 
r /T-3tgX alfo ift B'M : BN = yT-'atgW ': 2, 
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-d,,, 2rcos(ß + g>) _ 2 r cos (ß + o>) 

cos ft)/ 1 — 3 tg 2 a> /l — 4 sin 2 <o 

NN a = BN . sin (BN, BO) - BN sin (a + <],), 
wo <{> = A(NB) = A'(MB ) ift. 
& ift au$ A'(CM) » a + ^ alfo 

CM = r i/l-3tg 2 a>. sin (a + fli), ba^er 

• / .\ cos(y-I-«>) cos(t4-o>) . . , Y . Y 

sin (a + <J0 = " y — = " . < =, fomtt enblt$ 

cos o> y 1 — 3 tg 2 a> |/1 — 4 sin 2 o> 

»™ _ — 2 r cos (ß 4- a>) cos (y + <o) 2rcosa>cos(ß+«>)cos(Y4-(o) 

a ~~ 1 — 4 sin 2 «> "" cos 3 a> 

@6enfo natürlich NN b = ,>' j - g — ■ — -/ 

1 1 — 4 sin 2 o> ' 

j^. __ — 2r cos (a -4- w) cos (ß H- a>) 

1 — 4 sin 2 a> ' 

alfo NN a : NN b : NN C = 7 — - — ~ : 7 ^- i — r- : -. 

1 cos (a •+- ü>) cos (ß + Cü) cos (y •+- ü>) 

Sei unferer Stnna^me über bie ©röfce ber Sßinfel beä ©retedfö 
mufe N in bem Sogen AB liegen, namli<$ in bemjenigen, für ben ba$ 
ßtifytn be£ Äoftnuä ber ©umme von <*> mit einem SDretedäroinfel ab= 
meidjenb von ben anbern ift. $n unferm gaffe ift cos(a + ü>) unb 
cos (ß -*-«>) negatit), cos (y4-o>) pofttit); im allgemeinen wirb N 
entroeber im lleinften ober größten Sogen liegen. 

21. 3>er Sßunft von %axtt), ber Sftittelpunft be§ UmfreifeS unb 
baS $ottiueation3centrum beä ©runbbreiecfö mit bem Srocarbfd)en SDrei* 
ed liegen in einer ©eraben. 

Sem. @£ foH benriefen werben, bafe bie fünfte N, M, 8 in einer 
©eraben liegen. §at man 3 fünfte X, Y, Z einer ©eraben, fo bafc 
XY : YZ = p : q ift, unb ftnb bie Sote üon X, Y, Z auf eine be= 
liebige ©erabe x, y, z, fo erhält man leidet folgenbe Delation: 

x ,_ (P + q) y - pz 

q 

2Bir tooHen nun 8 mit M t>erbinben unb biefe ©erabe über M fyinauS 
6iS jum Umgreife verlängern, woburd) man ben ©d&ntttpunft 3fc erhalte, 

cos 3 cd 

bann ift SM : M9t = — ! — : 1 «■ cos 3 «> : cos «>. Rafft man alfc 

cos a> u 



bann bie Sote 91%*, MM a , SS a , fo ergiebt 

sr>sy> — ( c os *> + c os 3<d) MM, — cos cd • SS a 
a "" cos 3«) 

SB. §u$rmann, ©gnttyetlföe SBeweifc. 9 
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g$ ift aber MM a - r cos a, S8 a = ^ V J^!L (^ ig), 

' sin (a — a>) v " 

re cv^cyv 2r cos a> cos 2a> cos a sin (a — a>) — 2r sin 3 a> cos a> 

alfo 9191a = 5 >-7 — -\ 

cos 3a> • sm(a — a>) 

2rcosa> 



cos3«>sin(a — «>) 
2rcos«> 



cos 2a> cos a sin (a — a>) — sin 3 a> 



l 



cos3a> 



s cos 2a> cos a — sin (ß — «>) sin (7 — cd) 



__ r cos o) ( cos (a — 2to) -4- cos (a -H 2a>) — cos (ß — 7) 
~ cos3to 1 + cos (ß + t "" 2 <o) 

r cos «> f , . /Q .1 

< cos (a — 2co) — cos (ß — 7) > 



cos3to 
— 2rcosa> 



J sin (90° - ß - a>) sin (90° — T — <o) 1 



cos3«> 

__ — 2r COS O) COS (ß 4- <o) cos (7 4- to) 

~" cos 3«> 

3)a für bie Stbftänbe be8 fünftes 91 t>on ben anbern ©eiten ent- 
fpre$enbe SSfaSbrücfe gelten, unb olfo biefelben finb nrie bie be3 $unfte£ 
N, fo ift 91 ber ?ßunft N. 

S5em. SDie SDreiecfe ABC unb A'B'C finb ä^rtlid^, au<$ foUinear, 
fxe finb aber ni$t ä^nlidb gelegen; bie SSerbinbungältnien t)on fünften 
biefer SDretedte, bie fidj nacb bem Sßrinctp ber slljulid&fett entfprecljen, 
werben ba^er nid&t burd) ba8 Stoßineattongcentrum getjen. Obwohl ftdj 
baljer K unb M, b. I). bie SRittelpunfte ber ttmhetfe nad& ber Sätynltd&feit 
entfpred&en, fo nrtrb bodf) KM nid&t Dur<$ 8 geljen; K unb M liegen 
alfo nidfjt foffinear, bagegen entfpred^en fi$ N unb M foroo^l in Se= 
jie^ung auf St)nlici)feit atö audf) betrep ber Äollinearität. 

@8 giebt nun nod& ein Sßunftepaar in biefen SDreiedEen, ba3 ftc£ 
na$ bem ^rtneip ber Sftyntid&feit entfprid&t unb foHinear liegt, bieS finb 
bie £öt)enfdjmittpunfte in beiben ©reiedfen. 9ftan fann ben §öljen~ 
fd^nittpunft H' üon A'B'C erhalten, roenn man bie ©treefe KG 
über G um ba£ doppelte verlängert. Verlängert man ebenfo 
MG um ba3 doppelte, fo erhält man ben §ö§enfd&nittpunft H von 
ABC, alfo ift HH'IIMK; ba au$ HS II MK (gfe. 16) ift, fo 
ift HS unb HH' biefelbe ®erabe ber Sage nad&, b. §. HH' ge^t 
burcl) S. 

22. 2)er Sßunft von %awt), ber Sßol ber 33rocarbf<$en Shtie in 
Sejug auf ben Srocarbfd&en Äreiä ünb ber ^ö^enfd^nittpunft beä ®runb= 
breieefö liegen in einer ©eraben. 
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33 ero. £)ie fünfte N, T, H f ollen in einer ©eraben liegen. 
@3 ifi TM II SH, ferner: 

NM : NS = 1 : H = cos to : 2cos to cos 2to = 1 : 2 cos 2to, 

costo 

au<$ TM : SH = 1 : 2 cos 2 cd (9tr. 17), alfo, 
ba N, M, S in einer ©eraben liegen, attd^ N, T, H. 

23. ©inb 21, 39, 6 bie @<$mttpunfte ber Seiten beä ©runbbreieds 
mit ben entfpred&enben Seiten be$ erfien SJrocarbfdjen 2)reieä3, fo er= 
f)ält man für bie baburd; bestimmten ©tüde ber ©eiteti folgenbe 2tu3= 
brüde: 

R ~ __ 2rsinasinß sin 7 __ 2r sin 2 7 __ 2r sin a sin ß sin (7 — 2 a>) 
~~~ sin (ß — 7) sin 2 <o sin (ß — 7) sin (7 — ß) sin 2 <o ' 

grp — 2rsin 2 ß __ 2rsinasinß sin 7 __ 2r sin a sin 7 sin (ß — 2 <o) 
~" sin (ß — 7) sin (ß — 7) sin 2<o sin (ß — 7) sin 2a> ' 

pg. __ 2r sin a sin ß sin 7 __ 2r sin 2 a __ 2r sin ß sin 7 sin (a — 2a>) 
""" sin (7 — a) sin 2a> sin (7 — a) sin (a — 7) sin 2 to ' 

«% A _ 2rsin 2 7 __ 2r sin a sin ß sin 7 __ 2r sin ß sin a sin (7 — 2 to) 
~~ sin (7 — a) sin (7 — a) sin 2 to sin (7 ~ a) sin 2 to ' 

Aff __ 2r sin a sin ß sin7 __ 2rsin 2 ß __ 2r sin 7 sin a sin (ß — 2a>) 
~ sin (a— ß) sin 2a> sin(a — ß) ~" sin (ß — a) sin 2 co ' 

™ __ 2r sin 2 a _ 2r sin a sin ß sin 7 _ 2 r sin 7 sin ß sin (a — 2 to) 
"" sin (a — pj sin (a — ß) sin 2to ~~ sin (a — ß) sin 2to 

»eio. pttt man von C nub B' bie Sote C'C a ' uub B'B a ' auf 
BO, fo fxnbet man leidjt bnr$ ben ©inuäfafc: 

c » c , ^ r sin 7 sin (ß — to) ß , ß , ^ r sin ß sin (7 - to) 
a costo ' costo ' 

RP ' — r S" 1 T cos (ß ~~ (0 ) r 'p _ r s " 1 P cos (T ~~ a) ) 
* cos to ' * cos to ' 

rr r< 'o » o • r (sül 7 COS (ß — to) -f- SÜl ß COS (7 — to)) 

alf C ft B a = 2 r sin a — — ^ — ^ L l - ^ '— 

cos to 



\ sin a cos to — 2sin ß sin 7 sin to >. 

)Stü l J 



cos 
©e|t man B a '2l = x, fo erhält man : 

x -+- C a 'B a ' ; x = sin 7 sin (ß — to) : sin ß sin (7 — <o) = sin 2 ß : sin 2 7, 

alfo x + C a 'B a ' : C a 'B a ' = sin 2 ß : sin a sin (ß - 7), 

rsin 2 ß 



x + o:b; = -. 



sin a sin (ß — 7) cos to 



sin a cos to — 2sinß sin ß sin to Y 



9* 
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alfo 

Ba== rsin7COs(ß-a>) ^ 

COS CD 



rsin 2 ß 



sin a sin (ß — 7) cos cd 



{sin a 
2sinf 



COS CD — 

ßsinfsinto 



r sin 7 cos (ß — cd) sin cd r sin 7 sin (ß — cd) 



+ 



f sin a cos (o — I 
|2sinßsinYsin«>j 



sin cd cos cd sin (ß — 7)sin cd cos cd 

. ( sin cd cos (ß — cd) sin (ß — 7) + sin a cos cd | 

JrsmT { sin (ß - a>) - cos (ß - 7) sin cd sin (ß - cd) \ 

sin (ß - 7) sm 2cd ^ - cos a sin cd sin (ß - cd) J 



. ,* x • -|sincDsin(ß-7-ß + cD)4-sin(ß--cD)sin(a-cD)> 
sui(ß— 7)sin2a> | Nr J 



__ 2rsin7 



2r sin 7 



sin (ß — 7) sin 2 cd 

rsin7 
sin (ß — 7) sin 2 cd 

rsüi7 



| sin (a — w) sin (ß — cd) — sin cd sin (7 — cd) > 

| cos (a - ß) — cos (a + ß — 2 cd) — 1 
I cos (7 — 2cd)-hcos7 j 

[ cos (a — ß) — cos (a + ß) 4- cos (7 •+- 2cd) 1 
[ -cos (7 — 2<d) j 



sin(ß — 7)sin2cD 

2rsin7 j . . Q . .' n 

— -TT?; n * ^ 1 sm a sin ß — sin 7 sin 2a> 

sin (ß — 7) sm 2 cd l r 

Rgr __ 2rsinasinß sin 7 __ 2rsin 2 7 
~~ sin (ß — 7) sin 2 cd sin (ß — 7) " 

©8 ift bann 
2lC = 2rsina-B2l = 

— 2r sin a sin (ß — 7) + 2r sin 2 7 _ 2rsinasinß sin 7 
sin (ß — 7) sin (ß — 7) sin 2cd 

_ 2r (sin 2 ß — sin 2 7 -f- sin 2 7) _ 2r sin a sin ß sin 7 
sin (ß — 7) sin (ß — 7) sin 2 cd 

= %rsin 2 ß _ 2r sin asm ß sin 7 
sin (ß — 7) sin (ß — 7) sin 2 cd * 

2Bir führen in ber gormel für B2I nodb anbere SluSbrüäe ein: 

sin a sin ß sin (7 — cd) 



sin *7 = 



sin cd 



-, balier 



ocir— 2rsinasmß j . . t . I 

BS = -?— 7ö n - o i sin 7 — 2cos cd sm (7 — cd) } 

sm (ß — 7) sm 2 cd [ * * ' J 

_ 2r sin a sin ß sin (7 — 2 cd) _ 2r sin a sin ß sin (7 — 2cp) 
sin (ß — 7) sin 2 cd sin (7 — ß) sin 2 cd 

S)ie Umformung für 210 ift ebenfo. 3)ie anberen 2Berte ergeben 
ft<$ hieraus bur<$ atflifdje 23ertauf<$ung. 9Jtan wirb batet erfennen, 
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bafj alle SBerte bei unferer äuno^tne über bic ©röfje bct SBtnfel pofttit» 
ftnb, aujjer A©, mag mit bet S^atfacbe in ttberetnfttmmung fteljt, bafj 
© übet A Ijinaug in ber SBerlängerung oon AB Hegt. S)ie oorfteljenben 
gormein gelten alfo mit SBerfidfübtigung ber ^eid&enreget. 

24. ®te $ou*ineatton8aä)fe jroifdjen bem ©runbbreieä unb bem 
erften SBrocarbfdjen 2>reie<i ift fenfredjt jur SBerbinbungSlinie be8 Äoßi= 
neationäcentrum« mit bem fünfte oon iarrg. 

Sern. 5Die ÄollineationSadjfe ift 31S8S, auf jener SßerbinbungSgeraben 
liegen bie fünfte N unb M. &er ©a{j ift offenbat berotefen, menn 

bie Delation befielt: 

©M 2 - S8M 2 = ©N 2 - SN 2 . 

$a CNJ_A'B' ift, fo folgt: 

A'N 2 - A'O 2 = B'N 2 - B'O 2 - ©N 2 - 6C 2 , benn © liegt auf A'B', 

alfo 6N 2 = A 'N 2 - A'C 2 + SC 2 , ebenfo 
»N 2 - A'N 2 - A'B 2 + »B 2 , alfo 
©N 2 - SN 2 = A «B 2 - A'C 2 + SC* - SB 2 

= (SC 2 - 8B 2 , ba A'B = A'C ift. 
©3 ift ferner: 

©M 2 = ©B 2 + r 2 -2©Brsim, 
SM 2 = 93C 2 + r 2 - 2 SBC r sin ß, 
©M 2 - 53M 2 = ©B 2 - S9C 2 - 2r { SB sin i - SC sin ß }, 
ferner ©C 2 = ©B 2 + a 2 - 2 a ©B cos ß, 

SB 2 = SC 2 + a 2 - 2 a SC cos t, alfo 
©C 2 - SB 2 - 6B 2 - SC 2 - 4 r { ©B sin a cos ß - SC sin « cos ?}, 

(SM 2 _ SBM2 - fff2 SBR2 . r / 6B ( 2 Sin " C0S P ~" ^ ^ ~ 1 

©M 2 - EM 2 = ©C - SB 2 + 2 r j gjc (2 sin a cos y - sin ß) f 

2sina cos ß— sin 7 = sin (a— ß), 2 sina cos? — sin ß = sin (a— 7), alfo 

©M 2 - SM 2 = ©C 2 - SB 2 + 2 r {©B sin (a - ß) - SC sin (a - T )}. 

9taa) unfern gormein (9tr. 23) ift aber ©B sin (a - ß) = 
SBC sin (a — 7), baljer 

©31 2 - SM 2 = ©C 2 - SB 2 = ©N 2 - SN 2 . 

25. Sie Sßotenjlinie be3 UmlreifeS unb be8 Srocarbfd&en ÄreifeS 
ift bie ßinie »on ßemotne, b. b- bie Sßolare beS fünftes »on Semoine 
in Sejug auf ben UmfreiS. 

Sero. ®ie Tangente in A an ben tlmfreiS treffe BC in La', 
bann ift La ber SBol ber ©gmmebiane AL, alfo gebt ba$ oon M auf 
bie ©gnunebiane AL gefällte £ot bunb La'. 3ft A 2 ber gufspunft 
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beä Soteä von M auf AL unb A p bcr Sßol ron BO in SBepg auf ben 
Umfretö, fo liegen A, A 2 , A p in einer ©eraben. S5a A 2 (MA P ) = 1 R, 
fo geljt ber über MA P als 2)urdf)mejfer gelegte ÄreiS bur<$ A 2 , berfelbe 
gefy aber au$ burd& B unb C, ba and) B(MA P ) = C(MA P ) = 1R ift; 
benn weil A p ber $ol ron BC ift, fo finb A P B unb A P C Tangenten 
an ben UmfreiS. SDa ftd& nun MA 2 unb BC in L a ' fc&neiben, fo ift 
L a 'A 2 . La M = L a 'B . La'C. 2)a3 lefcte Sßrobuft ift bie 5ßotenj von 
La in Sejug auf ben ttmfreiä. £>a ferner A 2 (ML) = 1 R ift, fo 
liegt A 2 auf beut 33rocarbfd)en Äreife, alfo ift L' a M . L a 'A 2 
bie Sßotenj üon L a ' in S3ejug auf ben Srocarbfdfjen Ärete; ba^er J)at 
La' für ben Srocarbfdjen ÄreiS unb ben UmfreiS gleite Sßotenjen. 
SDaS Sfoaloge läßt ftd|) für bie entfpred^enb beftimmten fünfte h/sf, L/ 
ansagen, fo bafc alfo La'L/j'L T ' b. §. bie polare &on L in Sejug auf 
ben ttmfcetö bie Sßotenjlinie ber beiben angegebenen Äreife ift. 

Sem. 1. 3)ie gufrpunfte A 2/ B 2 ,C 2 ber t)on M auf bie ©pmmebianen 
gefällten Sote ftnb bie @<fen beä jroeiten S3rocarbf<$en ©reiedfö. 

33em. 2. 2)ie von La', Lß', L/ gelegten Greife, meldte ben ttm= 
Irete redfitroinflig f<$neiben, ftnb bie fd&on früher angegebenen 2tpoHo= 
nifdfjen Äreife, bie ft<$ in ben ifobpnamifd&en ©entren be3 3)reiecfö (117) 
fdfjneiben. 

26. Sie 33erbinbung3linien ber entfpre^enben ©den be3 erften unb 
be3 jroeiten SBrocarbfdjjen ©reiecfö fdjneiben fid^ im ©<$roerpunft beS 
erften 2)reie<fö. 

33 ero. Sefantlidj liegen A, L, A 2 , A p auf einer ©eraben, unb ba 
LB'II AC ift, fo ift L(S'A 2 ) = A(LO); femer A(LO) = A(BG) = 
A'(B'G), au$ L(B'A 2 ) = A'(B'A 2 ), alfo A'(B'G) = A'(B'A 2 ), b. $. 
A', G, A 2 liegen in einer ©eraben; ebenfo natürlich B', G, B 2 ; C, G, C 2 . 

27. 3)ie Sote, roeldje man t>on ben igalbierungSpunften ber Seiten 
be£ erften Srocarbfdfjen Sreiedfe auf bie Seiten be3 ©runbbreiedfö fällt, 
fd^neiben ft<$ im 2JUttelpunft be3 geuerbadfjfd&en Äreife§. 

»ero. 3ft K/ ber 3Wittelpunft von B'C, fo ift A'G:GK a ' = 2:1, 
ebenfo ©erhalten \xty alfo bie Sßrojeftionen biefer Sängen auf BC. 3ft 
ferner F ber 3Jlittelpunft be§ geuerbad&fd&cn ÄreifeS, fo $aben mir aud& 
MG : GF = 2:1, ebenfo alfo Debatten fid^ bie $ßro jeftionen biefer 
Sängen auf BC; ba nun bie Sßrojeftionen von A' unb M jufammen* 
fallen, fo muffen au<$ bie t)on K a ' unb F jufammenljalten, b. $. ba§ 
Sot t)on K a ' auf BC gefjt bur<$ F. 

28. SBenn man in einem 2)reiedf bie ©$roerlinien bis jum Um= 
freife t>erlängert> bann bie ©piegelpunfte ju ben ©$nittpunlten in SBc- 
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jug auf bie entfpredfjenben Seiten nimmt, banu finb biefe ©piegelpunfte 
bie ©den eines SreiedS, baS bem jroeiten $rocarbf<$en S5reied aljnli$ 
imb ä$nlid& gelegen ift. 

93ero. 35te ©d&nittpunfte ber ©df)roerltmen mit bem Umgreife feien 
A 3 , B 3 , C 3 , bie ©piegelpunfte ju benfelben in 33ejug auf BC, CA, AB 
feien bej. A 4 ,B 4/ C 4 . ©S möge ferner bie parallele burcl) A 3 ju BO 
ben ÄreiS in A 5 treffen, bann ift A 5 jugleidfj ber ©d(jnittpunft ber 
©pmmebiane AL mit bem Greife, alfo MM a bie 9ftittelfenf redete von 
A 3 A 5 ; eS ift alfo M a A 5 = M a A 3 = M a A 4 , A 3 A 4 A 5 ein red&troinf= 
ftgeS 2)reted mit ber ipppotenufe A 4 A 5 unb A 5 , M ft , A 4 liegen in einer 
©eraben, wobei M a ber Sftittelpunft von A 5 A 4 ift. Setradjjten mir nun 
SDreied AA 4 A 5/ fo ift l)ierM a ber 9Jtittelpunft von A 4 A 5 , A 2 ber von 
AA 5 , alfo finb AM a unb A 4 A 2 ©d&roertinien in biefem ©reied, eS 
muß alfo A 4 A 2 bie ©erabe AM a im ^unftfc G- fd&neiben, unb jroar 
mu& A 4 G:GA 2 = 2:1 fein, ©benfo ift B 4 G:GB 2 = 4 G:GC 2 = 
2:1; alfo A 2 B 2 C 2 ~> A 4 B 4 C 4 . 

Übrigen^ ift A 3 B 3 C 3 ~ A 2 B 2 C 2 , alfo audj) A 3 B 3 C 3 co A 4 B 4 C 4 . 

29. S)ie ©tjmmebianen eines SDretedS beftimmen burdf) bie ©dfjnttt* 
punfte mit bem Umfretfe ein £)reied, baS bem ©reied aus ben ©df)roer= 
Knien beS ©ruubbreiedS ä^nlid^ ift. Seftimmt mau ferner bie ©piegel- 
punfte ber ©den beS angegebenen SDreiedS in SJejug auf bie Seiten beS 
©runbbreied S, fo erhält man bie ©(Jen eines SDreiedS, baS ebenfalls 
bem aus ben ©cljroerlinien gebilbeten SDreied afyxlify ifi. 

Sero. ©S feien A 5 , B 5 , C 5 bie ©dfmittpunfte ber ©gmmebianen 
mit bem Umf reife unb A 6 , B e , C 6 bie ©piegelpunfte berfelben bej. BC, 
CA, AB. ©urdO Senkung beS ©a|eS t>öm Sßeriptjerierotnfet folgt 
leidet, baf$ A 5 B 5 C 5 ä^nlic^ bem aus ben ©dfjroerlinien AM a/ BM b , CM C 
gebilbeten 3)reted ift; man barf nur beriidftd&tigen, bafe bie SBinfel biefeS 
SreiedS finb 180°-G(BC) 180°-G(CA), 180°-G(AB). 

SDie ©piegelpunfte A 6 , B 6 , C 6 fijnnen nun erhalten werben, roenn 
man bie SSerlängerungen ber ©$roerlinien bis jum Umgreife M a A 3 , 
M b B 3/ M C C 3 rüdroärtS auf ben ©d^roerlinien aufträgt. 9ftan erhält . 
biefe fünfte aud^ (9tr. 121), roenn man vom £öl)enf($mttpunft bie 
Sote auf bie ©d&roertinien fällt 

35arauS folgt bann leidet, bafc .bie SBinfel von A 6 B 6 C 6 bie uorljer 
angegebenen SBinfel 180° - G(BC) :c. finb. 

30. 2Benn man burd^ ben Sßunft von Semoine bie parallelen ju 
ben ©eiten jte^t, fo erplt man auf biefen 6 fünfte, roeldjje auf einem 
Äreife liegen, SDerfelbe Reifet ber erfte Semoinefd&e ÄreiS, au$ ber £uder* 
fd)e ÄreiS, audfj ber ÄreiS ber britten $otenj (Triplicate-ratio-circle). 
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Sern. $\vc ftrengeu geftfiellung bcr ©$nittpunfte feien einige 93e- 
merfungen t>orau3gefdfjidt. BC, CA, AB feien als erfte, jroeite, britte 
Seite angefe^en; jie^eu wir jur erften Seite bie parallele, fo erhält 
ber ©<$nittpunft mit ber jroeiten ©eite ben 93u<$ftaben Z, mit ber 
brüten ©eite ben 93ud)ftaben Y, u. f. f. beSgl. ; mnn mit X, Y, Z 
afe erften, jroeiten, britten 33udj)ftaben be)ei$nen, fo wirb ber ©d^nitt- 
punft mit bemjenigen S3ud&ftaben bejeid^net, melier in ber Seftimmung 
ni$t mitnrirft; alfo mit X werben bie fünfte bejeid^net, meld&e burdf> 
parallele jur jroeiten ober britten auf ber britten ober jmeiten ©eite 
liegen. 2Bir geben biefen fünften ferner ben Snbey 1 ober 2, je na& 
bem bie Qtitt, auf roelcber ber Sßunft liegt, ber ^parallelen folgt ober 
nid&t. 35a CA auf BC folgt, fo erhält alfo ber ©djmittpunft ber Sßa^ 
raffelen ju BC mit CA bie S3ejei$nung Z,, roätjrenb ber ©dfjntttpunft 
berfelben parallelen mit AB bie 93ejei<#nung Y 2 erhält. £)ie parallele 
ju CA fdfmeibet alfo AB in X, unb BC in Z 2 , bie parallele ju AB 
fd^neibet BC in Y, unb CA in X 2 . SJlan erfte^t, bafe man bie fünfte 
in folgenber Reihenfolge erhält Y, unb Z 2 auf BC, Z, unb X 2 auf 
CA, X, unb Y 2 auf AB. 

3unä$ft folgt, bafe AX,LX 2 , BY,LY 2 , CZ,LZ 2 Parallelogramme 
finb. @$ halbiert alfo AL bie ©tredfe XjXa ober im ©reied AXjX 2 
ift AL ber Sage uadf) bie ©$roerlinie. £)a nun bie ©d&roerlinie in 
AX,X 2 ben SBinlel a ber (SdEe A ebenfo teilt, roie bie ©pmmebiane 
in ABC, fo mujj AX,X 2 c©ABC fein, aber in entgegengefefcter Sage 
ober XjXa ift antiparallel ju BC. @benfo ift Y,Y 2 antiparallel ju 
CA, Z, Z 2 antiparallel ju AB, b. f). 

X,(AX 2 ) = Y 2 (BY,) » T , basier X,X 2 = Y, Y 2 , ebenfo aber au# 
X, Y, = X 2 Y 2 , ebenfo Y.Z, = Y 2 Z 2 , Z,X, = Z 2 X 2 , ba^er bie ®rei-- 
edte X^jZ, unb X 2 Y 2 Z 2 fongruent. 

63 ift ferner XjX 2 antiparallel ju ZjY 2 , alfo 

AX, • AY 2 = AX 2 • AZ„ ba^er liegen X t , Y 2 , X^, Z, auf einem 
Äreife. 2)er burdj) X 2 , X„ Y 2 beftimmte firetö muß aber audj> bur$ 
Y, ge^en, ba biefe 4 fünfte X„ Y 2 , Y„ X 2 ein gleid&f<$enflige$ £rapej, 
alfo ein Äretet>iere<f bilben. $}afc ber Ärete bann audf) burdj) ben 
legten Sßunft Z 2 geljt, ift leidet erfid^tlid^. 

31. 3m S5reieä X,Y,Z, ift ber 5ßunft oon Semoine beS ©runb* 
bretedfö ber jroeite Srocarbf^e Sßunft, mäljrenb ber erfie 33rocarbfd&e 
$unft mit bem be3 ©runbbreiedfö übereinfiimmt; im Sreieä X 2 Y 2 Z 2 
ift bagegen ber erfie 33rocarbfd&e $unft ber Sßunft t>on Semoine be« 
©runbbreiedfö, roctfjrenb ber jroeite SBrocarbfd&e Sßunft mit bem be£ 
©runbbretedfö übereinfiimmt. 
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2Jem. .Sie SDrcicdEc X,Y,Z, unb X 2 Y 2 Z 2 werben bur$ bie 5ßa= 
raflelen ju beit Seiten beg ©runbbreieds bur$ ben Sßunft von Semoine 
erkälten (Sic. 30). , 3 un W fo¥ ™ an eiu / & a & W e f e ^teiede bem ®runb= 
breied ä$nli$ ftnb. @3 ift nämlid& X^Z,) = X^Z,) = a; ä§nlid& 
folgt, ba& au<$ bie anbern SBtnfel ß unb 7 ftnb. X 2 Y 2 Z 2 ^ X^Z^ 
Se|en wir X,(Y 2 Y,) = <p, fo ift audjj Y 2 (X,X 2 ) = <p. SDa nun 
X,X 2 = Y,Y 2 = Z,Z 2 , fo gehören ju biefen Seinen ober Sogen im 
Äreife von Semoine gleite $eripf)erieminfel , e£ ift alfo X^LZ,) = 
<P, Y, (LX,) - <p, Z^LY.) = <p; mir fjaben alfo int 2)reied X^Z, 
3 SdtranSüerfalen, meld&e ftd& in einem fünfte L fd&neiben, fo bafi fte 
fortlaufenb mit ben Seiten benfelben SBinfel bilbeu. Sa X^Z, 
ä&nlidf) ABO iji, fo mufc biefer SBinfel ü> fein unb jmar jte^t man, 
bafi biefer Sdfjnittpunft ber (SdtranSüerfalen ber jroeite Srocarbfdjje 
gJunft ift. 2Bir ftnben ferner, ba$ X^Y,) = Y^Z,) = Z^XÄ) 
= «> ift, fo bafc bie Seiten beä 2)reied3 XjY^ mit ben entfpredjen* 
ben Seiten von ABO benfelben Sßinfel «> bilben. analoges gilt für 

X 2 Y 2 ^ 2 . 

GS ift femer C'(BY,) = B(AC') « a>; aud& X^BY,) = a>; ber 
burd& BY^' gelegte ÄreiS ge§t alfo bur$ X,; ba audj B(Y,L') = 
CCL'Y,)-», fo ge$t berfelbe ÄreiS burd& L'; alfo ift X^L') = 
B(Y l L')=<ö, ebenfo Y 1 (L'Z 1 ) = Ü >, fo bafe L' ber erfte »rocarbfd^e 
Sßunft oon X.^Z, ift. 

2Bie baS entfpredjjenbe 3tefultat für X 2 Y 2 Z 2 gefunben wirb, bebarf 
feiner Erörterung. 

32. 2>er erfte ÄreiS t>on Semoine unb ber $rocarbfd(je StreiS ftnb 

fonjentrifd^. Ser 9tabiuS beS erften ÄreifeS ift -~ . 

Sem. 9Jtan fann ftdj) ben SJUttelpunft beS UmfreifeS eines £)reiedS 
baburdj) befiimmt benfen, bafe man juerft bie 33rocarbfdjjen fünfte be= 
ftimmt unb über ber 23erbinbungSltnie berfelben als 33aftS ein gleid&= 
fd&enftigeS Sreied fonftruiert, beffen 2Binfel an ber Spifce 2 a> ift. S)a 
nun L' unb L bie 33rocarbfdf)en fünfte t)om S)reied X,Y,Z, ftnb, fo 
ift alfo ber SJUttelpunft beS UmfreifeS t>ou X,Y,Z, von L' unb L 
gleid& meit entfernt. gür baS Sreied X 2 Y 2 Z 2 ftnb L unb L" bie 
33rocarbfd&en fünfte, ba^er ift ber 2JUttelpunft beS Umf reifes 
von X 2 Y 2 Z 2 ron L unb L" gleid& meit entfernt. 35a X^Z, 
unb X 2 Y 2 Z 2 tn bemfelben Äreife liegen, fo ift ber üDWttelpunft beS 
burd^ bie @den beiber Sreiede ge^enben ÄreifeS von L, L', L" gleid^ 
meit entfernt; biefer Sßunft ift aber ber üDHttelpunft K beS Srocarbfdjjen 
ÄreifeS. 
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3fn 9tr. 17 g Slnt). l)aben roir bie ©let^ung AA' : A'Sa = 
sin (a + cd) : sin (a— a>), roorauS folgt AA' : AS« = sin (a-hco) : 2 sin a 
cosa>; ba nun ift 

A A' : AS« = AL : ALa, fo folgt: 
• AL : ALa = sin (a -+- a>) : 2sin a cos o>. 
@S ift ferner BX, : B A = BL : BLß = sin (ß •+■ a>) : 2 sin ß cos «>, 
X, Y, : BX, = sin ß : sin (ß + «>), 
ba X,(BY,) = Z,(Y 2 Y,) = cn ift, aifo 
X,Y, : BA = 1 : 2 cos to. 

SDa XjYjZ, oo ABC ift, fo galten fidj bie Labien ber Um! reife 

r 

rote bie Seiten, aifo ift ber 9tabhi£ be3 angegebenen Äreifeä ~- . 

33. Segt man bur$ ben Sßunft von Semoine ©erabe, roel$e 
antiparattel ju ben ©eitert be£ 2>reie<f£, aifo parallel ju ben Tangenten 
am Umgreife be3 SDreiedfe finb, fo erhält man 6 fünfte auf ben Seiten, 
bie auf einem Greife liegen. £)er ÄreiS wirb als jroeiter ÄreiS von 
Semoine bejeid&net; ber SRabtuS besfelben ift burty rtg«> auSgebxfidt. 

Sero. ($tg. 71). SDie Sejeid&nung be3 2)reie<fö ift bie frühere 
unb L ber Sßunft von Semoine, bie ©erabe burd) L, parallel ber 
Tangente in A fd&neibe CA in X,, AB in X 2 , bie ©erabe burd) L 
paraM ber Tangente in B fdjneibe AB in Y,, BC in Y 2/ bie ©erabe 
burdj L paraM ber Tangente in C fcfmetbe BC in Z, , CA in Z 2 ; 
bann foH beroiefen werben, bafe X,, Y,, Z,, X 2 , Y 2 , Z 2 auf einem 
Äreife liegen. SDa X,(AX 2 ) = ß, fo ift AX,X 2 co ABC, aifo ift AL, 
roeldje ©erabe Spmmebiane ber Sage nad) in ABC ift, ©d&roerlinie in 
AX,X 2 , aifo LX, = LX 2 . @benfo ift LY, = LY 2 , LZ, = LZ 2 . 
@S ift ferner X 2 (LY,) = T , au* Y,(LX 2 ) = T , aifo LY, = LX 2 ; 
e6enfo natürlich LZ, = LY 2 , LX, = LZ 2 , aifo ift L üon allen ben 
angegebenen fünften gleid) roeit entfernt; fie liegen aifo auf einem 
Äreife mit bem 3Jttttelpunfte L. 

gerner ift AL:X,X 2 = AM a :BC, roo M a bie befannte 33e* 
beutung $at, b. f). M a ift ber 9ftittelpuuft von BC. 

AL : AL« = sin (a -+- cd) : 2 sin a cos a>. 

«v ^ c«. im .ii AT 2bc-AM a 2sinßsinif . ,, 

9tad& 9tr. 112 ift ALa = — tö ^ = . 2Q , ■ 2 . AM a , 

' b 2 -hc 2 sin 2 ß4rsin 2 7 ' 

ff at 2 sin 3 sin y sin(a+ü>) • 

aifo AL = -7-^ Q . ' • . v -— AM a . 

sin 2 ß -t- sin 2 y 2smacosto 

9lun ifl sin 2 ß + sin 2 y = Sm ? S ^ nlf sin (o 4- a>) (gfc. 17e «n$.), 



ctlfo 
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AL sin ß sin 7 • sin (a -+- ü>) • sin <*> tg <i> 



AM a sin ß sin 7 • sin (a + ü>) sin a cos <*> sin a 



/ 



2r sin a • tg a> ft , . . m . . a 

alfo X,X 2 = : 2 — = 2rtga>,. unb ber SftabtuS 

LX 2 = r tg ü>. 

34. 2)ie 6 ©dinittpunfte be3 jroeiten £emotnef$en Äreifeä mit beit 
©eiten bilben, entfpredjenb gemäht, 2 ©reiede, roeld&e bem ©runfc 
breiecf äfjnlid), unter fi$ alfo t ongrueut finb ; bie Seiten berfelben fielen 
ju ben ©eiten beg ©runbbreiedte fenfredj)t. 

Sero. 5Da X,X 2 (gig. 71) ein 2)ur$meffer be8 jroeiten Semoine* 
Wen Äreifeä ift, fo ift YjX, -LY,X 2 , b. $. Y,^ ± AB; ebenfo 
X,Z, _L AC, Z,Y, -L AB. SDaäfelbe gilt für bte ©eiten be3 SMceiedS 
X 2 Y 2 Z 2 , X 2 Y 2 ± AB 2C. Stauer bilben au<$ Y 1 Z 1 Y 2 Z 2/ Z^ZÄ, 
XJ^Yj 3 3te$tecfe unb Y,Z 2 II BC, X,Y 2 II AB, Z,X 2 II AC. 

35. SDie ©tüde, meldte ber erfte £emoinf$e ÄreiS t)on ben ©eiten 
abfdjneibet, Debatten fxd^ rote bie brüten Sßotenjen berfelben, 

S9en>. @3 ift X 1 (Y 1 Z 2 ) = a-a>, ba X,Z 2 bur$ L ge$t unb L 
ber jroeite Srocarbfctye *ßunft ift, baljer 

y y __ r sin (a — a>) __ r sin 3 a sin a> __ r sin 3 a tga> _ a a tg o> 
12 cos «> sin oc sin ß sin 7 cos <o sin a sin ß sin? 4 A 

a 3 



a 2 + b 2 H- c 2 ' 
ebenfo natürlich 
jj Y _ rsin 3 ß tgo> __ b 3 Y v _ rsin 3 Ytgo> __ c 3 



sinßsinßsin*y a 2 4-b 2 4-c 2 ' sinasinßsinf a 2 +b 2 -Hc 2 ' 

Sern. SDa bie 2lbftänbe be3 fünftes T, b. $. beS $ole3 L'L" in 
S3ejug auf ben SBrocarbfdjen Ärete ebenfalls proportional ben britten 
Sßotenjen ber ©eiten finb, fo \)at man: 

Y,Z 2 : TT ft = Z,X 2 : TT b = X,Y 2 : TT C . 
©efct man TT a = X sin (a — <o), fo §at man: 
r X (sin a sin (a — a>) 4- sin ß sin (ß — a>) 4- sin 7 sin (7 — «>)) = 

2r 2 sina sin ß sin 7. 
9tun ift 

sin a sin (a— a>) 4- sin ß sin (ß — <o) +- sin 7 sin (7— a>) = (sin 2 a -+- sin 2 ß + sin 2 ^) 

cos «> — (sin a cos a -h 

sinßcosß-HsinYcosif) 

sina> 

=2sinasinß sin?(eotu> 

cos «> — sin «>) 

a . . Q . cos2a> 
=2sinasinßsur)f 



sin«> ' 
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* 

„ . a rsinctt „ TT r sin u> si n (a — <o) 

° rf0 lji X = 555* ttIf0 1T " = 5i2^ ' ■ 

TgÄ .,eo-2. 2cot2a)> 

Il a sino>cos«> 

36. Segt man burd) ben erften 33rocarbf<$en Sßunft unb je 2 @(fcn 
be3 ©runbbreiedfö Greife, fo erhält man burd) bie SDUttelpunfte berfelben 
ein Sreiedf, ba$ bem ©runbbreied ä^nlid; ifi; in bemfelben ifi ferner 
ber erfte Srocarbf^e Sßunft gemeinfdmftltd) mtt bem ©runbbreied, 
roäfjrenb ber gtoeite 33rocarbf$e Sßunft biefe3 35reted$ ber SDtittetpunlt 
be£ ttmfreifeä com ©runbbreied ift. ©n entfpre^enber ©a§ gilt, 
wenn man bie ttmfreife burdj ben jmeiten Srocarbfdjen Sßunft legt; in 
biefem SDreied ift ber SKittelpunft beä ttmfretfeS vom ©runbbreied ber 
erfte 33rocarbf$e Sßunft. 

Sem. gtg. 70. SDer 3JlitteIpunft be3 UmfreifeS von BL'C fei Z 3 , ber 
x>on CL'A fei X 3 , ber t)on AL'B fei Y 3 ; e3 ifi bann Z 3 Y 3 ± BL', 
Z 3 X 3 ± CL', alfo bilben Z 3 L' unb bie 2JUttelpunfte von BL' unb 
CK ein ÄreiStriered, ba^er Z 3 (X 3 Y 3 ) = 180°-L'(BC) = y y baf$ bie 
anbern SBinfel von X 3 Y 3 Z 3 ebenfo mit ben SBinfeln be3 ©runbbreied^ 
übereinftimmen, ift barauS ju erfeljeu. 

$a L'(AB) = 180° - ß ift, fo berührt ber ÄreiS burd& BL'A, 
beffen 3Jtittelpunft Y 3 ift, bie ©erabe BC in B, baljerifl Y 3 B±BC; 
ba ferner Y,B = Y,L', benn ba na* 9tr. 31 3fo$. L'(BY,) = w 
ift, ebenfo B(L'Y0 = », fo ift Y,B = Y,L,; e3 ge§t baf)er Y 3 Z 3 
bur$ Y,. @8 folgt alfo Y 3 B = Y 3 L', unb Y 3 L' ± Y,L', baljer 
Y 3 (Y,L') = L'(BY0 = a>. gbenfo läfet fic$ jeigen, bafe X 3 (Y 3 L') = <o 
ift. Y 3 X 3 gef)t bur<$ X,, ba biefe 3 fünfte t)on A unb L' glei$ roeit 
entfernt finb :c. SDa^er ift L' ber erfte Sßunft von Srocarb in X 3 Y 3 Z 3 . 
gerner BL'_LY 3 Z 3 ; ba aber BL' II Y,Z„ fo ift Z^XYjZ,; Z 3 MJL 
^Cba^erZgCMYO = Y^CZ,) = a>; Z 3 Mbilbet mit Z 3 Y 3 ben Sffiinfel 
a>, ebenfo X 3 M mit X 3 Z 3/ ba^er M ber jmeite 33rocarbf$e Sßunft. — 
Sa§ e3 nidjt nötig ift, bie entfpred&enbe ©igenfdjaft für baä Sreied 
X 4 Y 4 Z 4 , beffen ©etten burd& X 2 , Y 2/ Z 2 ge^en, ju beweifen, ift flar. 

37. S)ie in Sftr. 36 angegebeneu SDreiede, beffen gden bie 3Jiittel= 
punfte von Greifen burdf) je 2 ©den be8 ©runbbreiedS unb einen Sro-- 
carbfdjen Sßunft finb, fmb einanber fongruent, unb bie Seiten biefe« 
2)reie<fö fielen fenfredjt ju bert Seiten ber entfpre^enben SDreiede, meldte 
bem erfien Äreife von Äemoine einbefdjrieben finb. 

33en>. @3 ift ju bemeifen (gig. 70) X 3 Y 3 Z 3 ss X 4 Y 4 Z 4 , bie 
©eiten von X 3 Y 3 Z 3 finb fenfredjt ju ben ©eiten von X^Z,, bie 
©eiten von X 4 Y 4 Z 4 fmb fenfrec^t ju ben Seiten von X 2 Y 2 Z 2 . ®a§ 
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YjZj ±Y 3 Z 3 , ift in 9fr. 36 angegeben, baljer ber jroette %ti\ bc= 
nriefeu. Um ein SDreieä lann man nun 2 ©reiecfe getanen, bereit 
©eiten fenfred^t &u ben ®tittn be3 erften finb, biefelben finb fongruent, 
roa3 leidet au3 Str. 34 3ln§. folgt. SDa nun bie Seiten von X 4 Y 4 Z 4 
fenfred&t ju ben ©eiten von X 2 Y 2 Z 2 finb, unb XjYjZ, ^X 2 Y 2 Z 2 ift, 
fo folgt audj ba£ erfte. 

38. SDie ©ebnittpunfte ber entfpreebenben ©eiten ber in ben erften 
ÄreiS von Semoine bef dfjriebenen ©reiede (XjY^, unb X 2 Y 2 Z 2 ) bilben 
ein neues SDreietf (A 7 B 7 C 7 ), roelcbeä bem ©runböreied fifjiiU$ unb 
äljnlicb gelegen ift mit bem $§nlicbfeit8punfte J. 

Sern. @3 f^neiben fid) YjZ, unb Y 2 Z 2 in A 7 , Z,X, unb Z 2 X 2 
in B 7/ X,Y, unb X 2 Y 2 in C 7 , bann fott A 7 B 7 C 7 ~ ABC fein. @3 
mögen fi$ no$ fdjneiben X,Zj unb X 2 Y 2 in A 8/ YjXj unb Y 2 Z 2 
in B 8/ Z,Y! unb Z 2 X 2 in C 8 ; bann ift X!C 7 A 8 coX 2 B 7 A 8 , ba btefe 
SDreiecfe in 2 SBinfeln äbereinftimmen ; baljer X,0 7 : A 8 C 7 = X 2 B 7 : A 8 B 7 . 
®3 ift bann XjC, = Y 2 C 7 , X 2 B 7 = Z,B 7 , weil bie SDreiecfe X,Y 2 C 7 
unb X 2 Z,B T gleicbfdjenflig finb mit bem Sßinfel o> an ber ©runblinie, 
ba^er ift au<$ A 8 C 7 : C 7 Y 2 = A 8 B 7 : B 7 Z,, alfo C 7 B T II Y 2 Z,; aber 
Y 2 Z, II BC, alfo C 7 B 7 II BC, ebenfo A 7 C 7 II CA, B 7 A 7 II AB. 3>ie 
SDreieäe A 7 B 7 C 7 finb ba^er äfjnlidj unb äljnlid) gelegen. 

@S ift ferner YjZ, II Aa>C (A w ber ©piegelpunft von A' in 
Sejug auf BC), ebenfo A«,B II Y 2 Z 2 ; bie ®reie<fe Y 2 Z, A 7 unb BCA«> 
finb alfo ä^nlid^ unb äljnlidj gelegen, fie finb beibe gleictyfcbenflig mit 
bemfelben SBinfel w an ber ©runblinie, ba^er mufe Aa>A 7 burdj A 
geljen, aber AAu> getyt au$ bur$ J; nrie nun AA 7 bur$ J geljt, fo 
audj BB 7/ CC 7 . 

39. 3)er 2Jtittelpuuft be3 »rocarbfebeu Äreifeä ift ber £öf)enf$hitt= 
punft beS in (9lr. 38) angegebenen SDreicdS. 

33en>. £a ber SKittelpunft K be3 93rocarbf$en ftreifcS au$ ber 
be3 erften Semoinefdjen ÄreifeS ift, ber bur$ Y,Z 2 ge^t, fo getyt ba3 
üon K auf BC gefällte Sot burefy ben 3Kittelpunft von Y,Z 2 . SDa 
aber A 7 »on Yj unb X 2 gleidj weit entfernt ift, fo geljt bie§ Sot aud) 
burdj A 7 ; baS t)on A 7 auf BC gefällte Sot geljt alfo burdj K ober 
alfo, ba B 7 C 7 II BC ift, baS'wn A 7 auf B 7 C 7 gefällte Sot geljt burdj 
K; ebenfo natürlich bie anbern Jßö^en be£ 2)retecl3 A 7 B 7 C 7 . 

•40. 3)ie 33erbinbung$linien ber Eden beä ©runbbreiecfö mit ben 
in 9tr. 38 Slnl). angegebenen fünften A 8 , B 8 , C 8 f^neiben ft$ im 
fünfte T. 

99ero. 2>a X,(AA 8 ) = X 2 (AA 8 ), fo »erhalten ft$ bie Entfernungen 
beS fünftes A 8 von AC unb AB. wie bie Entfernungen t>on X 2 unb X, 
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felbft. ©inb 8 b unb 8 biefe Sbfttnbe, fo ift alfo 8 b : 8 = A 8 X 2 : A 8 X,. 
9hm ift aber A 8 X 2 : A 8 X, = X 2 B T : X,C 7 - X 2 Z, : X,Y 2 = b 3 : c 3 . 
@3 tjerfjalten ftcb olfo bie Stbftänbe be3 5)3unftc§ A 8 von ben Seiten b 
unb c ebenfo wie bie 3Xbftäube be3 SßiinfteS T von biefen ©eiten, batjer 
liegen A, A 8 , T in einer ©eraben. 

41. Sie S3erbinbung8linien ber in (9tr. 38) angegebenen ent= 
fpred&enben fünfte, A 7 A % , B 7 B 8 , C 7 C 8 fd&neiben fid^ im fünfte von 
Semoine. 

»ein. @3 tftX a Y a Z a X 1 Z I Y I ein 6e$8e<! imßreife; ba^er liegen 
bie ©d&ntttpunfte X 2 Y 2 - X,Z,, Y 2 Z 2 - Z,Y, , Z 2 X, - Y,X 2 b. i). 
A 8/ A 7 , L in einer ©eraben ober A 7 A 8 gel)t burdf) L. Safe natürlidj 
aud& bann B 7 B 8/ C 7 C 8 bur$ L gefjen, ift felbfloerftänblidf). 3 unl ^ e= 
roeife j. 83., ba§ B 7 B 8 , L in einer ©eraben liegen, betrachtet man ba§ 
Ged^edt Y^X.Y^Z,. 

42. ©d&neibet AT bie ©erabe X,X 2 in X 5 , BT bie ©erabe Y, Y 2 
in Y 3/ CT bie ©erabe Z,Z 2 in Z 5 unb finb K a , K b/ K bie gu&punfte 
von K auf bie ©eiten be3 ©runbbreiedtö, fo fetyneiben fidfj X 3 K a , Y 5 K b/ 
Z 5 K C in L. 

Sero. Sreiedf AX 2 Xj <x> ABC, aber umgefeljrt liegenb; baljer 
teilt AT bie ©eite X 2 X, in AX 2 X, in bemfelben SSerljältniffe, atö A8 
bie ©eite BC; b. $. X,X 5 :X 5 X 2 = c 2 : b 2 . SreiedE LX,X 2 ss AX 2 X 2 ; 
ba alfo LX 5 bie ©eite X,X 2 na$ bem Verhältnis ber öuabrate ber 
anftofeenben ©eiten teilt, fo ift LX 5 ©pmmebiane in LXX 2 . Sret* 
e<f LYjZjjcoLX^a aber umgefe^rt liegenb, batyer ift bie ©erabe L 5 L 
in ber Verlängerung bie ©d&roerlinie int Sreiecl LY,Z 2/ b. §. bie ©e- 
rabe gel)t bur$ ben -äftittelpunft von YjZjj, bieä ift K a . 

• 43. Sie ©ptegelpunfte ber ©d^nittpunfte ber ©pmmebianen mit 
bem Äreife in 33ejug auf bie entfpred^enben ©eiten unb bie gufcpunfte 
ber Sote t)om SKittelpunfte be3 UmfreifeS auf bie ©pmmebianen finb 
Sßinfelgegenpunfte. 

93 en>. @3 foH bettriefen werben, bafe bie fünfte A 2 unb A 6 , B 2 
unb B 6 , C 2 unb C 6 SBinfelgegenpunfte finb. 3 unä $ft liegen A 2 unb A 6 
auf ©pmmebiane unb ©d&roerlinien, alfo auf ©egentranSüerfaten. 3ft 
alfo nod& A 2 (BC) + A 6 (BC) = 180° + a, fo ift ber ©afc bettriefen. 
Sa aber A 2 (MA) = 90° unb alfo AA 2 burdfj ben $ol von BC in 
93ejug auf ben UmfreiS gel)t, fo liegen biefer Sßol A p , B, A 2 , C auf 
einem Äreife, ba^er A 2 (BC) - 2 a; aber A 6 (BC) = A 5 (BC) = 180° - a, 
alfo in ber %$at A 2 (BC) 4- A 6 (BC) = 180° + a. 

44. Sie ©dfjnittpunfte ber VerbtnbungSlimen ber ©den berjenigen 
SreiedEe, meldte in ben erfreu $rei£. von Semoine einbefdfjrieben finb, 
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bilben ein 2)reiedf, ba§ jum ©runbbreiecf fottinear ift, wobei ber Sßunft 
von Semoine ba$ 5Mineation$centrum ift. 

99ero. Y,Y 2 unb Z,Z 2 mögen fid& in U, Z,Z 2 unb XjX 2 
in V, X,X 2 unb Y,Y 2 in W föneiben, bann fott alfo ÜVW 
ju ABC fottinear unb L ba3 ÄottineationScentrum fein. Y 2 ZjZ 2 Y, 
ift ein gleid&fdfjenfUgeS Srapej, baljer UY 2 = UZ,; e$ ift femer 
Y 2 (BU) - 7, Z^CU) « ß, alfo UU c :UU b = sin T : sin ß, alfo liegt U 
auf ber ©pmmebiane von ber ©cfe A; ober AU gel)t bur$ L; ebenfo 
natürlich BV unb CW. 

45. 35ie $otttneatton£ad&fe beS ®runbbrete<fö mit bem in 9tr. 44 
angegebenen S)reied ift bie polare be3 fünftes von Semoine in 33ejug 
auf ben erften Ärete von Semoine. 

Sem. VW oberX t X 2 unb BC mögen fi$ in 2f, fd&neiben, bann ift alfo 
2^ ein Sßunft ber ÄoHtneation3ad&fe ber angegebenen SDreieäe; 2l|X,X 2 
unb 2l,Y,Z 2 finb 2 ©efanten, alfo liegt ber ©d&mttpunft X 2 Y, -XtZ 2 
b. fj. L auf ber polare von 21, in 89ejug auf ben erften ÄreiS oon 
Semoine, umgefeljrt 21, liegt auf ber polare von L; ba3 ©ntfprectyenbe 
gilt natürlich t)on ben analog beflimmten fünften 33, , ©,. 

46. ©inb A" B", C" bie SBinfelgegenpunfte ber ©den A', B', C 
beS erften 33rocarbfd&en S)reie<f3, fo ift ba3 2)reie<f A'B'C" fottinear 
jum ©runbbreiecf unb jum erften 33rocarbfcl)en SreiedE. 

39 en>. A" ifi ber ©d&nittpunft von BL" unb OL', B" ber von 
CL" mit AL', 0" ber von AL" mit BL'. ©§ merbe nun BC t>on 
AL' in ■ N, , vox AL" in N 2 gefd&nttten. ©£ ift bann (7\ Ijabe bie 
33ebeutung projeftbifd^ gleich). 

B(AA'SS a )Ä(AC"B'N 2 ), 
C(AA'SSa)Ä(AB"C'N,), alfo 
ba B(AA'SSa) Ä C(AA r SS a ) ift, anfy 
(AC"B'N 2 )X(AB"C'N 1 ). 

SDa biefe Sßunftreiljen ben $unft A gemeinfdfjafttidfj Ijaben unb 
B'C unb N 2 N, ft$ in 21 föneiben, fo ge$t auä) B"C bur$ SÄ, 
ebenfo ge^t CA" burd& 39, A"B" bur<$ <S, fo bafe A"B"C" mit ABC 
biefelbe ÄottineattonSad&fe $at, ali ABC mit ABC. 

2)a8 $ottineation3centrum ber beiben 2)reiedfe ift offenbar T ; benn 
ba Ä" ber Sßinfelgegenpunft von A' ift, fo mu§ A" auf ber SBinfel- 
gegentran§t>erfale von AA' ober AS liegen, b. §. auf AT, alfo AA" 
gel)t burd& T. ©benfo gel)t natürlich BB" nnb CC" burdfc T. ©3 
fd&neiben fi$ alfo B"C" unb BC in », ba 21 auf -B'O' liegt. 2)a$er 
finb audf) bie ©reietfe A"B"C" unb A'B'C fottinear unb jroar fjaben 
biefe SDreiecfe biefelbe ÄottineationSadfrfe 21336. 
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47. £aä ftomneationScentmm ber 3>reie<fe A'BC iinb A"B"C" 
liegt auf bcr SSerbinbungSlinie be£ ÄottineationScentrumS üom ©runb* 
breiedf mit bem evften SBrocarbfd&en ©reiedf unb beffen SBinfelgegenpunft, 
aufy auf ber @ulerf$eu ©eraben. 

83ero. SDaS erfte folgt fofort aus bem ©afce: £at man 3 SDreieäe, 
roetdbe fottinear finb, roobei je 2 biefelbe Äottineation$ad(jfe Ijaben, fo 
liegen bie ÄottiueationScentra in einer ©erabcn. Um ba$ anbere ju 
beroeifen, motten mir ben $unft auf ST genauer beflimmen. SBir 
bejei<$ncn il>n mit P unb taffen ba§ 2)rcie<J AST bur$ A'A" fd&neiben; 
ber ©dfjnittpunft mit ST fei P, bann ift 

AA" ♦ T P • SA TP^ AA . TA" 

TA" • PS . AA ~~ *' öl '° PS ~~ SA . AA" 

e» ift ^ = ■ / Sma ö-i 3hr. 17 Sn$. 

SA sm(a — 2 co) ' 

A"T _ AA" - AT _ A"A C " - TT C 
'A'A ~ A'A ~ A"A" C * 

BA' = a . Bi f ( V^ (au8 sDreieci A"BC), 

/P . „ A „ 2 r sin a sin (t — <o) sin ü> 
alf0 A A •- ~ sin(« + 2a>) ' 

= rrin»Bh(T— ) mt 35 m ^ 

2r sin a sin (7 — co) s in to sin to sin (7 — to) 
A"T = sin(a4-2ü)) , cos 2m 

A'A 2 sin a sin (y — to) sin a> 

sin (a-4-2to) 

__ 2 sin a cos 2 to — sin (a 4- 2 to) __ sin (a — 2 to) 
2sin a cos 2<o 2 sin a cos 2 to' 

„ TP sin a sin (a — 2 to) 1 



PS sin (a — 2to) 2sin a cos 2to 2cos 2to" 

SDa bieä SSer^ältniö unab^änging von a ift, fo gefjen B'B", C'C" 
burd) benfelben *ßunft. 

& ift ferner SHTM ein Srapej, mobei SM unb HT ftd) in N 
fdmeiben; bann mufe TS von MH in bem Servitute TM ; HS = 
NM : NS = 1 : 2cos2a> gefd&nitteu merben, b. f). TS mirb oon MH 
in bemfelben fünfte P gefdjmitten. 

48. 3ei$net man über ben Seiten eines SDreiedfö äfjnfid&e gteidf)-- 
f<$enfltge 2)reie<fe, fo finb bie ©pifcen bie ©den eine« SDreiedfc, ba3 
mit bem ©runbbreieä benfelben ©dfjroerpunft §at 
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»ero. (giß- 72). ®» fei ABC bog ©runbbreied, XYZ baS S)rete<i, 
beffen @<fen bie ©ptfcen ber gleid&fd&enfligen 35reie<fe über ben Seiten 
finb. 2Bir motten babei bie Slnfd&auung ju ©runbe legen, ba§ bie 
glei$f<$enfligen ©reieäe mit bem ©runbbreied in bemfelben gläd&en= 
teile liegen. @ä Ijat feine ©c^roierigfeit, ben anbern gaU entfpredjenb 
ju beljanbeln. SQSit nehmen bie ©ptegelpunfte X', Y', Z' ber fünfte 
X, Y, Z in 33ejug auf BC, CA, AB iU £ilfe. 3ft A ber 3Rttfcfc 
punft von BC, fo ift AA im ©runbbreteä ABC unb im SDreieä AXX' 
©d&merlinie, bafjer liaben beibe Sreieäe aud) bcnfelben ©d&roerpunft. 
Offenbar ift nun ZBX' <~ ABC; ba3 ^nltc^eitSüertjältniS ift 1:2 cos 9, 
roenn 9 ber SaftSroinfel ber gteidf)fd)enfligen 2)reie<fe BCX :c. ift; ba- 
$er ift ZX' = AY. (Sbenfo ift YX'C 00 ABC, ba^er YX' = AZ, 
f olglid; AZX' Y ein Parallelogramm ; baljer ift ber 3Jtittelpunft X von 
YZ au$ ber von AX\ AXX' Ijat ben ©d^merpunft G von ABC 
aud) als ©d)tt>erpunft. SBerbinbet mau baljer X mit bem Sfttttelpunft X 
von AX', fo ift btefe ©erabe ©$tt>erlinte in AXX' unb in XYZ; 
btefe SDreiede liaben alfo benfelben ©d^merpunft G. 

49. SDer Snljalt be3 SDreiedS, beffeu @<fen bie ©pifcen gleid()f<i)enfc 
liger SDreiecfe über ben ©eiten mit bem SBaftennnfel 9 finb, ift burd) 
ben Sluäbrud gegeben: 

A(2sin «> — sin (2<p + «0)) 

T 4 COS 2 cp sin a> 

roo o) ber 33rocarbf$e SBinfel be$ ©runbbreiedS A ift. 

Sern. Um biefe gormel atö allgemein gültig feftjuftetten, muffen 
mir audj S)reiede mit uegatioem Sn^alt jttlaffeu. @in negatiöer %n= 
Ijalt entfielt, rotnn ba3 erhaltene 2)reteä gegenroenbig jum erften liegt, 
b. I). wenn bie 3)re§ung XYZ in entgegengefefcter Stiftung als ABC 
fiattftnbet, mobei XYZ ba§ 2>reied barftettt, beffen 3fn^alt befiimmt 
werben fott. @3 fott babei bie Eintragung be3 SBinfelä 9 aU pofitit) 
eingefe^en werben, rotnn bie ©pifcen X, Y, Z in ben glädpenteil be$ 
2)reied3 ju liegen fommen. 

2Bir erhalten nun ben ^nljatt be3 SDreietfö XYZ (gig. 72), menn 
mir t)on ®reied ABC mit bem 3n$alt A abgießen BCX, CAY, ABZ, 
bann auä) AYZ, BZX, CXY. Sßir erhalten: 

__ A __ a 2 tg 9 _ b 2 tgcp __ c 2 tg 9 _ bc sin (ot — 2 9) 
A?-A —4— —4— 4 8cos 2 9 

ca sin (ß — 2 9) __ ab sin (y — 2 9) 
~~ 8^ös 2 9 8cos 2 9 ' 

ober 

SB. ftu^rmann, ©gnt^ettföe »eroeife. 10 
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a 2 4- b 2 4- c 2 bc sin a cos 2 9 ___ c a sin ß cos 2 9 

A? = A __ _ t g ? - g-— 2 - 8cog2? 

_ ab sin 7 cos 2 9 (bc cos a 4- ca cos ß 4- ab cos 7) sin 2 9 

8cos 2 9 8 cos 2 9 

9tun ift a 2 4-b 2 4-c 2 = 4 Acotw, bcsina = casina = absin-y = 2 A, 
alfo ift 

A ( , x , 3 cos 2 9 sin 2 9 • (cota 4- cotß 4- cot?) 

A« = A { 1 - cot cü tg 9 - -j ^ H T v , 2 — 

| OT 4cos 2 9 4 cos 2 9 

A 



4 cos 

A 



£— J4 cos 2 9 — 2 sin 2 9 cot o) — 3 cos 2 9 4- sin 2 9 cot a> l 



4 cos 2 9 

A 



4 cos 2 9 sin «> 



2 — cos 2 9 — sin 2 9 cot a> l 

2 sin cd — sin (2 9 4- a>) L 



50. Äonftruiert man über ben ©etten etne3 SDreiedS gleid)f#enllige 
®reieäe (innerhalb), bereu SafiSroittfel 9 bie 8ebingung3gleid)ung er= 
füllen sin (2 9 4- a>) = 2 sin <*>, f liegen bie ©pifceu in einer ©eraben. 

S3ett>. 3)er Seroete ergiebt ft$ fofort aus 9lr. 49 Sfalf.; bemt in 
biefem gaUe x>erfd)roinbet ber Sn^alt beS SDreiedfö, ba§ bie ©pifcen be= 
ftitnmen, roa£ bebeutet, bafe bie 3 fünfte in einer ©eraben liegen. 9Kan 
erfie^t babei, bafe e3 2 foldjer ©eraben giebt. ©inb 9 t uub 92 bie 
SBtnfel, fo ift offenbar 29, 4- a> + 2cp 2 + u) = 180°, alfo 9,4-92 
4-<o = 90°. 

Sem. 3tn bie formet 9h:. 49 9(n$. fuüpfen fidj uodj anbre 
fragen, $. 33. bie nad) bem fteinften ober größten 2)reie<i ©ielje ju 
bem @nbe: gutyrmann, Programm be3 Sftealgpmnafümtä auf ber 33urg 
Königsberg i. 5ßr. 1889. S)er »rocarbfd^e SBiufel. 

51. 25ie (Seraben, mel$e bie ©pt^en üou ctlmlidjen gleidjfdfjenfligen 
2)reie<fen enthalten, meldte über ben ©eiten be§ ©runbbreiedfö errietet 
ftnb, gelien burdj ben ©cbroerpunft uub fielen aufeinauber fenfce<$t. 

Sero. 3)af$ fie burd) ben ©cbroerpunft geljen, folgt an$ 9tr. 48 
2lnty. ©eljen mir jur meitereu llnterfudjmng nochmals x>on ben rotttfür* 
liefen gleidtf d)enf ligen £)reie<f en mit bem 33afi3roiuf el 9 au§ ; man jtelje 
bann XL, roo L ben 5ßunft von Semoine bebeutet, roeld)e ©erabe BC 
in Xa fd&neibe; ba3 £ot in A^ auf BC fd^neibe ferner ben 3)urd)meffer 
LM be3 Srocarbfd&en ÄreifeS in Q. 3ft nodj A ber SJtittelpunft von 
BC, gilt aber bie früher angegebene Sejeidmung ($ig. 72), bann ift 

XA : A'A = XA :LL a = XaA : XxL* = QM : QL. 
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9hm fmb XA unb A'A nur von ben SBinfeln 9 unb <o abhängig, 
nämlicb XA : A'A = tg 9 : tg <*>, alfo werben bie Sote, roeld&e in ben 
©dj)nittpunften von YL mit CA auf CA, von ZL mit AB auf AB 
errietet werben, ben S)urd)meffer ML in bemfelben fünfte Q treffen. 
2>iefer Sßunft Q tfl olfo nur t)om SBiufel 9 abhängig. 

YL fd&neibe CA in Y^, ZL bie ©eite AB in Zx; eS ift 
XL : LX>i ~ ML : LQ = YL :LY>i = ZL : LZ>i, baljer 

XYZ co TLFixZx unb äfjnlidfj gelegen mit L als SäfjnlidjjfeitSpunft. 

SDenfen mir uns nun, baf$ Q in einen ber fünfte fällt, in meinem 
bie ©erabe LM ben UmfreiS fc&neibet, bann liegen bie zugehörigen 
fünfte X>iY>iZ^, meines bie gufepunfte ber Sote auf bie Seiten finb, 
in einer ©eraben, uämlidf> in ber ©eraben, meldte als bie ©imfonfd^e 
©erabe beS betreffenben fünftes auf bem llmfreife bejetd&net wirb, 
tlmgefe^rt muffen alfo bie zugehörigen fünfte X, Y, Z in einer ©e= 
raben liegen. %tnt ©eraben, meiere bie ©pi£en t)om äfmüd&en gteid^- 
fdjjenfligeu 2)reie<fen über ben ©eiten enthalten, entfpred^en alfo ben 
©imfonf$en ©eraben ber ÄreiSpuufte, in melden ber SDurd^meffer LM 
beS Srocarbfdfjen ÄreifeS ben UmfreiS f<J)neibet. 

3)a jene ©eraben ben ©imfonf d;en ©eraben parallel finb, unb bie 
beibeu ©imfonfd&en ©eraben, roeld&e ben ©nbpunften beS ©urd&mefferS, 
ber ML enthält, entfpred&en, ju einer feufredjjt finb, fo fielen au$ bie 
angegebenen ©eraben ju einanber feufred^t. 

52. ©n SDreietf, beffen ©eiten ben ©d&roerlinien beS ©runbbreieäS 
proportional finb, ift ftjmbrocarbal ju biefem 3)reied, b. f). eS Ejat ben- 
felben Srocarbfc&en SBinfel tote biefeS SDreieä, unb bie ©umme ber 
Äotangeuten von 2 entfpred&enbeu SBinfeln biefer beiben SDreiedEe beträgt 
jroei SDrittel ber Äotangente beS Srocarbfd&en SBinfelS. 

33 em. 3)ie ©eiten unb SBinlel beS ©runbbreiedES feien nrie ge= 
mö^nlid^ bejeid&net, bie ©djjroerlinien beffelben mit a^bo/Co, bie SBinfel 
beS aus beufelben als ©eiten gebilbeten SDreiedS mit « , ß , v, bann 
ergeben ft<$ folgenbe ©leidjntngen: 

a 2 = 5 (b 2 + c 2 + 2 b c cos a ), 
4 b c sin a = 3 bc sin a = 6 A, 
4b 2 + 4c 2 = 4a 2 + b 2 -f c 2 . 

StuS benfelben folgt burdjj @iufe|eu: 

1) 6a 2 = a 2 -H b 2 + c 2 + 12 A cot ot = 4 A cot co 4- 12 A cot a . 

Seid&t ergiebt fi$ aud(>: 

2) 6a 2 « 3(a 2 +b 2 +c 2 ) - 12 A cot a = 12 A cot to - 12 A cot a. 

3luS biefen ©leid&ungen folgt bann: 

10* 
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3) 3 (cot a 4- cot a ) = 2 cot o). 

(Sbenfo ifi alfo: 

3 (cot p 4- cot p ) = 2 cot a>, 

3 (cot y + cot 7o) = 2 cot o). 

SDurdfc 2lbbition biefer ©leidjungen unb 3)inifion burdf) 3 folgt: 

cot a 4- cot. p + cot *y 4- cot a 4- cot p o + cot y = 2 cot a>. 

93erü<Sft$tigt man, bafe cot a 4- cot ß 4- cot y = cot «> ifi, fo folgt 
aud) 

cot a + cot Po + cot 70 = cot ü>. 

53. Seilt man bie Seiten eines 25reiedfö fortlaufenb nadf) bem= 
felben SBerljältmä unb t)erfmtbet bie erhaltenen Xeilpunfte A,, B lf C, 
mit beu ©egeneden ber Seiten, auf benen fte liegen, fo entfielt burdjj 
biefe Stnien ein jum ©runbbreiedE fpmbrocarbaleä Sreieä. ©benfo ifi 
ba3 burdj bie S3erbinbung3linieu ber Xeilpunfte erhaltene unb enblidfj 
au$ ba3 burd) bie (SdtranSoerfalen als ©eiten beftimmte SDreiedf bem 
©runbbreied fymbrocarbal. 

S3em. 1. 3roifd&en *> en SBinfeln be3 ©runbbreiedfö , ben SBinfeln 
be3 £ran3t)erfalenbreiedfö unb beu teilen ber SBinfel be3 ©runbbreiedfö, 
meldte bur$ bie (SdtranSoerfalen gebilbet werben, ftnben mannigfache 
^Relationen ftatt, bie an fi<$ merfroürbig fiub unb leidet jum ©afce 
führen; mir motten biefelben ba^er junäd&fl ableiten. 

SDie Seifcpunfte auf ben ©eiten beS ®reie<fö ABC ($ig. 73) feien 
A„ B„ C, , fo bafe BA, : A,C = CB, : B x A = AC, : C,B = m : n 
ifi; bie fcrantoerfalen AA,, BB„ CO, mögen bann baä SDreiedf XYZ 
bilben, beffen SBinfel S, ?), C feien; ferner fei nod&: 

A(CA,) = a,, A(A,B) = a 2 , B(AB.) = ß,, 8(6,0) = p 2 , 

0(800 = 71, C(0,A) = Ta . 
2)ie SSergleid&ung ber Sn^alte t>on ACA t unb AAjB ergiebt: 

sin a, sin p : sin a 2 sin y = n : m, ober 

m sin a, sin p = n sin (a — a,) sin y, ober enbli$ 

n cot a x = (m + n) cot a -f- m cot y, ebenfo 

1) m cot a 2 = (m + n) cot a 4- n cot p, 
n cot p, = (m + n) cot ß + m cot a, 

m cot p 2 = (m ■+ n) cot p 4- n cot y, 
n cot 7, = (m 4- n) cot y ~r m cot p, 
m cot y 2 = (m 4 n) cot y + n cot a. 
SJtan fiiibet l)ierau3 folgenbe anbere gormein: 

2) n cot a, — m cot a 2 = m cot y — n cot ß, u. f. ro. 
m cot p 2 — n cot Yi = n cot p — m cot Y/ u. f. m. ; 
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alfo n cot otj — m cot a 2 = n cot y, — m cot ß 2 

ober n (cot a, — cot 7,) = m (cot a 2 — cot ß 2 ), u. f. xo.; 

bann 3) n cot ß, 4- m cot ? 2 = (m 4- n) (cot a + cot ß 4- cot 7) = 

(m 4- n) cot a> ; 

4) n (cot a, -4- cot ß, H- cot ?,) = (2 m 4- n) cot <o, 
m (cot a 2 4- cot ß 2 4- cot t 2 ) = (m 4- 2 n) cot a>. 

SDer 6o| be$ 3Kenelau8 giebt 
A,Z : A, Y: A,A = m 2 : n 2 : m 2 4- ran 4- n 2 = C,Y : 0,1:0,0 u. f. xo. 
3lud& ijt: 
sin a 2 : sin t] = C, Y: AC,, sin ß, :sin g = 0,X : BC,, alfo 
sin a, sin?] __ C,Y AC, __ m 2 m __ 
^nßT : "si^"~""Ö^ : ^Ör ~" tf" : T ~ m:n ' al '° 
n sin S : m sin t] = sin ß, : sin a 2 — sin (C — a 2 ) : sin a 2 , 

m sin (C - a 2 ) 11 sin g 

— -= — f—. = . r . — , 00er enoitep 

sin C sma smCsini]' ^ 

m cot « 2 = n cot t] 4- (m 4- n) cot C, ebenfo 
n cot a, = m cot C 4- (m 4- n) cot -q, 
m cot ß 2 = n cot C 4- (m 4- n) cot g, 
n cot ß, = m cot E + (m + n) cot C, 
m cot 7 2 = n cot 6 4- (m 4- n) cot ij, 
n cot ifi = ra cot tj 4- (m 4- n) cot £. 

2>ie8 giebt 

5) n cot ß, 4- m cot y 2 = (m + n) (cot $ 4- cot ?] 4- cot C). 

3lu8 3) unb 5) folgt enbtid& 

cot 6 -4- cot ri 4- cot C = cot a>. 

2>a8 SDreiedt XYZ ift bem 3)reied ABC umfdfjrieben, alfo ABO 
bem ©reieä XYZ etngefetyrieben nnb jroar fo, bafc bie Seiten von XYZ 
bur$ A, B, fortlaufenb nad& bemfelben SSertjältniS geteilt ftnb. S)a 
AiBtG, in ganj ä^nlid&cr SBetfe bem 2)reie<f ABO eingef ^rieben ift, 
fo ift aud) A^C, bem 35reied ABO fymbrocarbal. 

@3 ift aufy A A, : BB, : CO, = YZ : ZX : XZ, 

batyet ba$ burdf) bie ©etten AA,, BB,, CO, beftimmte 2)rete<f bem 
2)retecf XYZ tUjnttcb, öl ?* mit ABC fptnbrocarbal. 

Sero. 2. (Sin jmeiter SBeroete fei noc£ gegeben, ba er ju einigen 
weiteren Folgerungen fü^rt. 

3Äan benfe fiel) ein SDreieä A„B„C„ , roeld&eS fymbrocarbal mit 
ABC ift, biefem ©retedt etngefd&rieben unb fe|e BA„ = x, OB,, ■■ y, 
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AO„ = z- 3fi tanu A // ber Sn^alt üoh A„B„C„ uub fiub bic gciteu 
a„ , b„ , c„ , fo gilt bie ^Relation : 

A^_ = a /; 2 + b„ 2 4- c,, 2 
1; A a 2 + b 2 4- c 2 - 

Slun ift: 

a,, 2 = b 2 — 2 by 4- y 2 4- z 2 — 2 z (b — y) cos a. 



XV 



, fo evgiebt ftd) nad) einfachen 



©c|t man 2 cos a = - 

Umformungen : 

a,,* = b 2 +y 2 4- z 2 - 2by- cz+ — (b 2 - a 2 ) + -^- (b 2 + c 2 - a 2 ), 

alfo 

a„ 2 + b„ 2 + c,, 2 = a 2 + b 2 4- c 2 + 2 (x 2 -f ■ y 2 + z 2 ) - 3 (ax H- by 4- cz) 

+ — (b 2 - c 2 ) 4- ^- (c 2 - a 2 ) + 4"(a 2 -b 2 ) 



4- 



a x d * c 

ayz (b 2 + c 2 - a 2 ) 4- bzx (c 2 4- a 2 - b 2 ) + cxy (a 2 +• b 2 - c 2 ) 

abc 



SDaä SDreiedf ABC ober A wirb bnrd; bic Seiten be3 SDreiecfö 
A„B„C„ in 4 Seile jerlegt, t>on benen A„ ber eine ift, wäfjreub bie 
anbern mit A a , A b/ A c bejetd^uet werben mögen. 3Jtan erhält für biefe: 



A = az(b-y)A 
ft abc 



A, 



_ bx (c — z) 



abc 



A, A c = 



cy (a - x) A 
abc 



aus benen folgt: 

A 



A„ = 



abc 

A 

abc 



abc — az (b — y) — bx (c — z) — cy (a — x) 



xyz 4- (a - x) (b - y)(c - z) 

35ie ©lei^ung 1) ge^t bctljer über in: 

a,, 2 + b„ 2 + c ,, 2 = xyz 4- (a — x) (b — y) (c - z ) 



a 2 4- b 2 + c 2 



abc 



güfjrt man Ijier ben oben gefunbenen SBert oon a„ 2 -+• b,, 2 4- c,, 2 
ein, fo fxnbet man nad) einigen Umformungen: 

abc (x 2 4- y 2 -+- z 2 ) — (a 3 yz + b 3 zx 4- c 3 xy) = bcx (a 2 — b 2 ) 

4- cay (b 2 — c 2 ) 4- abz (c 2 — a 2 ). 

ipieraufi folgt, bafe jebem SBerte t)on x unb y 2 SQBcrte t)on z 
entfpred&en, wa$ audj) aus anbern ©rünbeu folgt, gerner wirb ben 
©leidmngeu genügt burdf): x = 0, y = 0, z = uub x = a, y = b, 
z = c, meldte SBerte jum ©runbbreied führen. Seriegen mir aber jene 
©letdfmngen in bie beiben: 
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abc (x 2 4- y 2 + z 2 ) — (a 3 yz + b 3 zx + c^y) = 0, 
bcx (a 2 — b 2 ) 4- cay (b 2 — c 2 ) + abz (c 2 — a 2 ) = 0, 

fo ftnbeu wir, bafe jene SBerte jeber biefer ©leidfmngen genügen. S)a 
fte aber homogen finb, fo genügen bcnfelben and; bie ©leidfmngen: 

jl — y — z — m 

a b ~~~ c ~~ n " 

SDie3 giebt aber unfern ©a$. SSor^er folgte barauS, ba& XYZ 
fombrocarbal mit ABO ift, biefe ©igenfdfjaft aud& für A^C,. 2Jian 
fann aber ebenfo biefe ©igenfd&aft für XYZ ans ber r>on A^Ot folgern. 

54. 2Ule SDreiede A„B„C„, tocXd^e in ABC eingefd&rieben unb 
einem 3)reied AjB,C, älmlidjj ftnb, $aben einen gemeinfamen 5ftl)nli$= 
feitSpunft (3)re^)punft), auä bem fi<$ bie Sage ber ©den aller Sreiede 
A„B„C„ leidet bejttmmen läfet. 

Sern. ßuuädjft läfct fi$ leidet einfeljen, baft e£ nnr eine einfädle 
unenbltdbe Steige foldjjer SDretede giebt j. 93. barauS, bafc bie Stiftung 
einer Seite bie Sage ber ©den be£ 35reiedä beftimmt. ©£ fei bann 
A„B„C„ ein 3)reied, ba3 ben Sebingungen entfpridfjt, unb beffen SBinfel 
mit S, tj, C bejeid^net werben mögen. 

Segen mir nun bie Umf reife um AB„C„ , BC„A„ , CA„B„, fo 
werben fW) biefelben in einem fünfte P fetyneiben. 3JUttelft bc$ ©afceS 
t>om Sßeripljeriewinfel folgt leidet: 

P(BA„) = C„(BA„), P(A„C) = B„(A„C), alfo 

P(BC) = C„(BA„)+B„(A„C) = 360° -ij - C - (180°-a) = a + £. 

2)a ebenfo P(CA) = ß + 1), P(AB) = T + c ifi, fo ift ber *ßunft 
P berfelbe für alle 3)reiede mit ben SBinfelu S, -q, C 2>te ÄreiSoierede 
PB„AC„, PC„BA„ führen no$ ju ber Folgerung, bafc PA„ unb 
BC, PB„ unb CA, PC,, unb AB benfelben SBinfcI bilben. £rägt 
man baljer an bie ©eraben PA„, PB„, PC,, in gleicher SBeife fort= 
fd&reitenb benfelben Sffiinfel an, fo werben bie neuen ©<J)enfel auf ben 
©eiten BC, CA, AB 3 fünfte beftimmen, bie ein 3)reied geben, baS 
A„B„C„ äfjnlidj) ift. SJtan \)at bamit ein 2Jtittel gewonnen, ba$ ganje 
©pftem ber ä&nlidjjen S)reiede A„B„C„ ju erhalten. 3)afc P ber 
ät^nlid^feit^punft ober ©reljpunft biefer 35reiede ift, ergiebt ft$ aus ber 
Unoeränberlid^feit beä laufenben SSerf)ältniffe§ PA„ : PB„ : PC,,. 

55. 2>te 2>retede, beren ©den bie gujspnnfte ber Sote eines 
fünftes be3 Srocarbfdfjen ÄreifeS auf bie ©eiten beä ©runbbreiedS 
finb, Ijaben mit bemfelbeu ben 33rocarbf$en SBinfcI gemein. 

S5ew. ©S feien A,, B,, G x 3 fünfte auf ben leiten be8 ©runb- 
breieds ABC, wel$e biefelben nadf) gleichem SSer^ältniffe teilen, fo 



- 152 - 

ba§ A^C, fgmbrocarbal ju ABO ifi; c8 feien ferner A , B , C bie 
SKttten ber Seiten von ABC unb ABC' ba3 erfie Srocarbfdje S)rei-- 
edf; bann ftnbet man leid&t folgenbe Proportion: A'A : B'B : C'C = 
A 1 A o :B l B :O,q ; ba^er ift A'A A, <~ B'BoB, <~ C'CoC, , alfo 
A'(A A,) =■• C^CoC,). Sft nun M ber 2Jiittelpuuft be3 ttmfreifeS 
oon ABO nnb fd&netbeu fid^ A'A, unb CO, in P, fo folgt au3 ber 
®leicbl)eit ber angegebenen SlUnfet, ba& C'PMA' auf einem Greife 
liegen. 2)arau3 ergiebt ft<b bie wettere Folgerung: 

P(C'A') = M(C'A') = ß. 

SDaber liegt P auf bem 93rocarbf$en Äreife unb ber bureb B, A,, 
C, gelegte Ärete ge^t burdj) P. ^n gleicher 2Beife folgt, baf$ aud(j bie 
um ACjB, unb CA,B, gelegten Äretfe burdf) P geljen, burd^ meldten 
sßunft au$ bie ©erabe B'B, ge^t. e* ift fomit P ber $fMtlid)feit3-- 
punft für alle bem SDreieä ABO eingefdjjriebenen 3)rete<fe, meldte bem 
SDreiedE A^C, ä$nli<b ftnb. gättt man batjer von P auf bie ©eiten 
t>on ABO bie ßote, fo ifi au<$ baS gufepunftenbreieä ä^nlid^ A^C, 
unb fombrocarbal ju ABC. SDurdj) bie Säuberung be3 SSerf)ältniffe8 
BA, : A,0 Derfd^iebt fidf) ber $unft, bleibt aber fietS auf bem Srocarb* 
fd&en Äreife, roobureb ber ©a| benriefen ift. 

SDWttelfi be3 vorigen ©a$e3 erfeunt mau leidet folgenbe ©rroeiterung 
(Sleuberg) : 

9tennt man ein »rocarbfd&eS 8flf$el ein ©traltfenbüfc&el P(XYZ), 
fo bafc P(YZ), P(ZX), P(XY) bie Supplemente ber SBintel be3 
Sreiedfö finb unb fteHt ben ©d&eitel P eines folgen 93üf$etö in einen 
beliebigen Sßunft be$ 33rocarbfd&en ÄreifeS, fo fdjjueiben bie ©trafen 
PX, PY, PZ bie ©eiten beS SDreiedtö ABC, bie babei entfpredjjenb 
geroäljlt werben muffen, in fold&en 3 fünften, baf$ bie babureb be= 
ftimmten $)reiedfe fpmbrocarbal jum ©runbbreied finb. 

56. £at man 2 ebenen E unb F, roeldf)e einen nrittfürltdfjen 
SBinfel einfcblie&en, unb probiert 2 beliebig gelegene gletebfeitige ©reieefe 
in ber einen ebene auf bie anbere orthogonal, fo finb bie Sßrojeftion^ 
breiedfe eiuanber fymbrocarbal. 

33ett>. e$ fei aß? ein gleidtfeitigeä 3)reiecf ber ebene E, beffen 
Sßrojeftion auf bie ebene P ba£ Sreiedf ABC mit ben ©eiten a, b, c 
ifi; ferner feien a,, ß,, ?, 3 fünfte auf ben ©eiten von aß?, roetöje 
biefelben in gleichem äßerfjältmffe teilen, unb A^C, bie Sßrojeftion 
t)on a, ß, y, auf F. 3)a A,, B,, C,, bie ©eiten von ABC in gleichem 
SSerljältnte teilen, fo ift A^C, fymbrocarbal ju ABO; a,ß,7, ifi 
aber ein gleidfjfeitigeS SDreiecf, beffen ©eiten eine ttrittfttrlid&e Stiftung 
in ber ebene E Ijaben fönneu. 
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SBir fd&liefeen barauS, ba£ ber S3rocarbfd)e SQBinfet be3 2)reie<fö 
ABO nur von bem SBinfel ber beiben ebenen abhängig ift. @3 lägt 
ftdj bieg au$ burdfc eine einfache 3te$nung nadweifen. 3ft x bie Seite 
ie3 gleid&feitigen 2)reteä3 aß? unb ^ ber SBinfel ber Ebenen E unb F, 
fo gelten bie ©leidmngen: 

x 2 = a 2 4- (ßB - ?C) 2 = b 2 4- (7O -aA) 2 = c 2 + (o A - ßB) 2 . 

ißieraua folgt f of ort : 

1) Vx 2 "^ 2 4- j/x 2 "- 17 ^ 2 4- j/x^-'c 2 = 0, 
wobei natürlich ba3 SBurjeljeid&en boppelbeutig ju nehmen ift. 

3Jta$en wir bie ©leid)uug 1) rational fo wirb fie: 

2) 3x 4 - 2(a 2 + b 2 4- c 2 )x 2 4- 2a 2 b 2 4- 2a 2 c 2 4- 2b 2 c 2 - a* 

- b 4 ~ c* = 

ober 3x* - 2 (a 2 4- b 2 + c 2 )x 2 4- 16 A 2 = 0. 

®3 ift ferner aß T = ^- ^3, a 2 + b 2 4- c 2 = 4 A cot <o = x 2 fä 

COS ty COt (O f 

x 2 /- 

A = — y 3 cos <[;, ba^er geljt bie ©leicfcung 2) über in: 

3) cos 2 ^ — 2 cos ^ —7=- 4-1=0, alfo 

, 1 2C0tü> ,,»/%« 

cos <L 4 r = — 1=— = 2cot o> cot 60°, 

T cos ty ^3 ' 

cos ^ = cot a> cot 60° — ycöt 2 a>cot 2 60°-l. 

93 em. SBir fügen nod) I)inju, bafe cos^ au$ bie gorm 7 ^ 2 - 

cor ^1 

annehmen tarnt, mo 91 nnb <p 2 We SBinfel ftnb, roeldje ber ©leü^ung 

genügen sin (2 9 4- a>) = 2 sin a>. 

2Jtan wirb enbli$ hieraus no$ ben ©d)luf$ gießen, bafe alle 2>rei= 

eäe, bie einer @Hipfe umfdjjrieben ftnb, fo baf$ ber 3Jtittelpunft ber 

®ttipfe mit bem ©d&merpunft be3 3)reiecf3 übereinstimmt, fpmbro= 

carbal finb. 

57. SBenn man über einer gegebenen Safte BC eine Steige von 
itjmbrocarbalen ®reie<fen fonfiruiert, fo liegen bie ©pifcen A anf einem 
Greife, ber bie nm B nnb C mit BC betriebenen Äreife redjtnrinflig 
fdmeibet, unb mobei bie SSerbinbungSlinien beS SJtittelpunfteS be$ &retfe8 
mit ben. @<fen ber 33aft8 BO ben boppelten Srocarbfd^en SBinfel bilben. 

2ftan 6ejei$net ben angegebenen ürete atö 9teubergfd)en Äretö. 

99 ero. ®ie um B unb C mit BC fonftruierten Äreife mögen ft<$ 
(gig. 74) in S unb T fd)neiben, auf ber 2Rittelfenfre$ten ST non BC 
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fei ein Sßitnft N fo gemctölt, ba& N(BC) = 2<o ift, unb von berufenen 
tin ÄreiS gefdtfagen, ber bie vorigen redfotroinflig ftyneibet. SBir U= 
getanen ferner ben SDtittelpnuft von BC mit M, einen beliebigen Spunft 
be3 Äreifeä um N mit A, bie Sänge oou BC mit a unb N(MA) mit 
ty. Storni ergeben ft$ folgenbe ®leid;ungen: 

AB 2 = BN 2 + NA 2 - 2BN • AN • cos (<j* + e>), 
AC 2 = CN 2 + NA 2 - 2CN - AN . cos (<|> - e>), 

alfo AB 2 + AC 2 = 2CN 2 + 2 AN 2 - 4 AN . CN cos ty - cos <o. 

CN = n a , AN 2 = NS • NT = 4 (cot*- fS) • ^(cotö> + fS) 
2smto' 2 2 

a 2 



= T (cot 2 * - 3), 



a 



NA = -£-ycot 2 a>- 3. 
2 ' 



2)ie§ gtebt bnrd) ©infefcen: 



a 2 



AB 2 4- AC 2 + BC 2 = - " (2 sin 2 *» + 1 + cos 2 <o- 3sin 2 a> 

2sm 2 ö> v 

— 2 sin a> cos <o cos 4* i cot 2 a> — 3) 
= a 2 cot <o (cot cd — cos ty y cot 2 o> — 3). 
Stemmen mir BC als Safte beS 2>reieä3 ABC, fo ift bie $ö$e 

NM — NA cos ^ = y cot ü) — -*- cos ^ ]/cot-cö- 3, alfo ber Snljalt: 

a 2 

A = — (cot o) - cos ^ y cot 2 ü) — 3), unb ba^er 
AB 2 + AC 2 +BC 2 

J- A = COt a>, 

b. 1). ber 33röcarbfdj)e Sßinfel üon ABC ifl a>. 

33em. 1. 3ft BU eine Tangente t)ou B an ben $rei§ oon -Jtett* 
berg, unb fe|t man B(NÜ) = X, fo ftnbet fiel) 

Q . __ 

cos X = ^s == 2sin «>, alfo sin X = yl — 4sin 2 <o. 

Sejeidjnet man bie SBinfel, weldje ber ©leidjnng sin (2 <p -h a>) = 
2sina> genügen, mit <p, unb <p 2 / fo ergiebt ft$ X = © 2 — ?,, alfo 
ba ?, + <p 2 + <o = 90°, unb B(NM) = 90° - a> ift, 

B(MÜ) - 90°- co - <p 2 + ?l = 2«p,. 

ßbenfo mirb bie jroeite Tangente mitBC ben SBinfet 2<p 2 bilben; 
bie merfroürbigen SBinfel be3 2)reie<fS fiuben mir alfo äffe tu biefer 
gigur. 
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93 em. 2. SDie Sßinfel eines Sreiedfe finb burd) 2 r>on tfmen 
beftimmt, im allgemeinen burd) 2 SSebingungen; ift alfo ber S3rocorbf^e 
SBinfel beftimmt, fo finb äffe übrigen nod& burdf) einen beftimmt, e8 
roer&en bafjer alle SDreiedfe, bie im Skocarbfdfjen SBütfel unb nod() einem 
übereinstimmen, äfjnlidj) fein, roie eine 3te$nung audf) leidet ergiebt 
3)ie Säuberung eines SBinfete mufc alfo bie ber übrigen nacfc ftdf) jieljen. 
3)iau fanit aber bie grage [teilen: SBeun in einem SDreiede 2 gäen 
unb ber Srocarbfdjje SBinfel feft finb,. meines ift bie Sage ber britteu 
@dfe? 3)iefe grage wirb burd? ben legten ©afc beantwortet. 

58. Folgerungen befonberS auf 35reie<fe, beren ©$roerlinienbreie<J 
bem ©ruubbreieä äljnlidj) tft 

ßunäd&ft wirb man leidet bie SRic^tigfeit be3 ©afceS erlennen: 
Äonfiruiert man über einer ©eraben 6 äljnlid&e ©reiedfe, fo liegen beren 
©pjfceu in einem Äreife. 

gerner: 3* e ^ w* n *om aJUttelpuuft M einer ©eraben BC eine 
Sefante burdf) ben einem SBtnfel entfpredfjeuben 9teubergf<$en ÄreiS, 
meldte benfelben in V unb X fd&neibet, fo ift ba8 S$n>erUuienbreie<f 
be8 einen Sreiedfe bem anbern ä$uli$. 

Sem. ($ig. 74). £er Sc&merpuuft beS Sreiedfe BCV fei G. 
3uuä*ft ift MV . MX = MN 2 - N V 2 = -i- cot 2 a> - ~ (cot 2 a> —3) 

= ^ a 2 ; ba MO = J MV, fo ift MG . MX = ~- = MB 2 . 

@3 nrirb ba^er ber burdj) BGX gelegte Ärei§ BC in B berühren, 
unb aufeerbem ift B(GM) = X(BG), alfo ba G(BM) = X(HG) 
+ B(GX) ift, au$ G(BM) = B(MX) = B(CX). 

(Sbenfo berührt ber burdj) XGO gelegte ÄrciS bie ©erabe BC in 
C, baljer ift G(CM) = C(BX). Verlängert mau aber GM um fid> 
felbft bi§ F, fo ift BGP ein SDreiedf, ba« bem Sd&roerlimenbreiecl von 
BCV &$n(i$ ift. S)a nun F(BG) = G(MC) ift, fo ftimmen alfo 
2 SBinfel ba§ SDreietf BGF mit bem t>ou BCX überein, roomit bie 
SSe^auptung beriefen ift, ba£ BCXcoGFB ift. 

3ie^t man bemnadf) oou M bie Tangente MW an ben SReuberg- 
fd&en ÄreiS, fo "erhält man ein 35reieä BCW, ba3 feinem ©d^n)erlinieu= 
breiecf ä§nlid& ift. SDabei ift ju bead&ten, bafc, roeun ben Seiten a, b, c 
bie S$roerlinien a , b 0/ c fo entfpredjjeu, bafe a*, bie ©eite a, b bie 
©eite b, c bie ©eite c halbiert, bie Proportion gilt a : b : c = 
So : Cq : üo» 

59. ©rri^tet man über ben Seiten eine« 2)reie<f8 ABC gleich 
roenbtg äl>nlidf>e SDreiede J a BC, J b CA, J AB in ber SBeife, bafe au 
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ben ju gleicher ©teile fie^enben Gtätn gleite Sßinfel liegen, fo fdfmeiben 
ji$ bie ©dtranäüerfalen A J a , BJ b , CJ in einem fünfte, 

1) wenn bie S)reiede gletdjjfdjjenfttg finb, fo bafc an jeber ©de be$ 
©runbbreiedä bie gleiten SÜBinlel. liegen; 

2) wenn bie SDreiede J a BC, J b CA, J AB mit bem ©runbbreied 
fymbrocarbal ftnb. 

33en>. SDer SeroeiS be3 erfien XeileS lann leidet burdjj ben ©afc 
t>on 6eoa geliefert werben; eS laffen ftdf) jebocb bie beiben Xeile jugleidj) 
erlebigen. SBir beulen ju bem @nbe bie SBinfel ber angegebenen 
35reiede fo beftimmt, bafc bie £ran$r>erfalen ft$ in einem fünfte 
fdjjneiben, unb fteffen bann bie SBebingung für bie SBinfel feft. 

3Jhm fefce B(J a C) = X, C(BJ a ) = jx, J a (BC) = v, bie «nt-- 
fentungen beä ©djjnittpunfteS E ber Xran8t>erfalen von ben Seiten bej. 
e a/ e b , e , wobei biefelbeu pofttit) ober negath) ju nehmen ftnb, je nad)= 
bem bie fiote t)on E auf bie Seiten in bemfel6en gläd&euteile liegen 
afe ba3 SDreied ober ni$t. 6$ ergiebt fidf) bann: 
e b : e = C J a sin (7 — ja) : B J a sin (ß - X) = sin X sin (7 — ja) : sin [i 

sin (ß ~ X) 
= sin 7 (cot ja — cot a) : sin ß (cot X — cot ß) ; 
ebenfo e c : e a = sin a (cot ja — cot ß) : sin 7 (cot X — cot 7), 
e a : e b = sin ß (cot ja — cot 7) : sin a (cot X — cot a). 
2)urd) aJlultiplifation erhält man bie SebingungSgleidjmng: 
(cot X — cot a) (cot X — cot ß) (cot X — cot 7) — (cot ja — cot a) (cot ja - 

cot ß) (cot ja — cot 7) - 0. 
SMefe ©leidfjung läfet ft$ burdjj cot X — cot ja ofjne Steft bünbieren, 
meines bie erfle SSefjauptung beroeift, bafe bie £ran3t>erfalen ftdjj in 
einem fünfte fdjneiben, roenn bie ätmlidjjen 25reiede gleidftfdjjenflig ftnb. 
fflaty ber Sfoifton erhält man: 
cot 2 X + cot X cot ja + cot 2 ja — (cot X 4- cot ja) (cot a 4- cot ß 4- cot 7) 
+ cot ß cot 7 4- cot 7 cot a 4- cot a cot ß = 0. 
S)a cot a 4- cot ß + cot 7 = cot cd, cot ß cot 7 4- cot 7 cot a 4- 
cot a cot ß = 1 ift, fo folgt: 

cot 2 X -t- cot X cot ja 4- cot 2 ja — (cot X 4- cot ja) cot m 4- 1 = 0. 

Slbbiert man ^ierju bie richtige ©leid)ung: 

cot ja cot v 4- cot v cot X 4- cot X cot ja — 1 =0, fo erhält man: 

(cot X 4- cot ja) 2 4- (cot X 4- cot ja) (cot v — cot a>) = 0, 
ober enblicb (cot X 4- cot ja) (cot X 4- cot ja 4- cot v — cot a>) = 0. 
Sft alfo cot X 4- cot ja 4- cot v = cot <o, b. I). füib bie Sfofafcbreiedfe 
fpmbrocarbal mit bem ©runbbreied, fo fd^neiben ftdjj bie angegebenen 
@dtran$t>erfalen in einem fünfte. 



3roetter $etl. 

Sa^e aus ber Btotarbfdjen Geometrie, bie »orj«00toei|e 
(figeufdjaften von befonberen legelfdjnitten enthalten. 



60. (Stflärenbe SScgriffe, bic fi$ an bie ©runbeigenfd)aften bcr 
Äegelfd&nitte anfdblie&eu. 

33orl>er (51 ff.) finb fünfte mittelft eines ©reiedS in Sejie^ung 
gefe|t roorben, rocld&e als SBinfelgegenpunfte, fürjer aufy aU ©egen= 
punfte ober inoerfe fünfte bejeid&net rourben. ©enfen wir uns nun 
ju allen fünften einer (Seraben bie SBinfelgegenpunfte beftimmt, fa 
werben biefe eine Äuroe burd&laufen, von ber wir fagen, fie ift ber ©e* 
raben ifogonal t>erroanbt. 2)ie 2lrt ber SBeuoaubtfdjjaft im allgemeinen 
läßt fid; leidet feftfteHen. SSerbinben wir bie fünfte ber ©erabeu ju- 
näc^ft mit 2 ©den be3 2)reied$ ABC etwa mit B unb C, fo entfielen 
2 projeftit>if$e 93üfd&el in perfpeftimfdDer fiage. Um nun bie 3Binfel= 
gegenpuufte ju erhalten, muffen mir bie Süfd&el fo umlegen, baf$ fie 
unter Beibehaltung, ber 3ftittelpunfte ben entgegeugefejjten SDreljungSftnn 
erhalten. 3>ie* baburd; erhaltenen ©tra^lbfifd^el finb bann, roeil fie ben 
vorigen gleidfj finb, ebenfalls projefthrif$, aber bie perfpeftioifd&e Sage 
ift aufgehoben ; ber Drt ber SBinfelgegenpunfte ift bafjer ein Äegelfd&nitt. 
2>erfelbe mufc bur$ alle (Säen be§ 2)reied§ gefeit; bur$ B unb C 
namlidfj, roeil biefe Sßunfte bie 9Kittelpuufte ber Süfdjel finb, bur$ A, 
roeil ben entfprectyenben ©trauten BC unb OB bie ©trafen BA unb CA 
entfpred^en, fo bafj A ber Sßunft ift, roeld&er bem ©djnittpunft ber ©e= 
raben mit BC ifogonal entfprid&t. @3 tarnt alfo eine @de be3 ©runb- 
breiedS jebem fünfte ber ©egenfeite ifogonal entf preisen. 

2 SBinfelgegenpunfte entfpred&en ftdj gcgenfeittg, b. §. ift Q ber 
SBinfelgegenpunft von P, fo ift audjj P ber SBinfelgegenpunft üon Q. 
3)afier roirb umgefe^rt bem um ABC gelegten Äegelfd&nitt bie twrljer 
angenommene ©erabe ifogonal entfpredjjen; e3 roirb bann leidet einju* 
fe^en fein, bafc allen um ba$ 2>reted ABC gelegten Äegelfdjmitten 
bur$ ifogonale Skrroanbtfd&aft ©erabe entfpredjjen roerben, bie man 
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leitet cmd) fonftruteren !ann. @3 fdbncibe nämtid& bie Tangente an 
ber 6<fe A bie ©egenfeite BO in A'; trägt man bann ben SBtufel, 
ben AA' mit AB bilbet, an AC entfpredfjenb an f fo mufc auf biefet 
©eraben bcr Sßunft liegen, ber bem Sßunfte A ifogonal entfprid^t; ba 
aber biefer $unft auf BC liegen mufe, fo ift e3 ber ©$nittpunft be3 
angetragenen zweiten Sßinfelfd&enfelS mit BC. 9Jia$t man biefe 
Operation bei allen 3 ©den, fo erhält man 3 fünfte ber ©eraben. 
3)afj biefe fünfte auf einer ©eraben liegen, folgt au$ bem ©afce t)on 
9Jtenelau3 unb einem befannten ©a|e von ben Äegelfdjjnitten. 

61. SBeftimmung ber 2lrt beS $egelfd(jnitt3, ber einer ©eraben 
burd> ifogonale SBerroanbtfcfcaft entfpric^t. 

SBir nehmen al£ ©erabe, 311 ber mir bie SBinfelgegenpunfte fud)en, 
bie Sinien in ber Unenblicpeit. 9lad& Str. 94 liegen bie 2Binfelgegen= 
punfte ber fünfte in ber Uuenblicfyfeit auf bem Umfreife, baf)er ent- 
sprechen ft$ ber Umfrete unb bie Uueublidtfeitägerabe ifogonal. 3luS 
ber Sage ber ©eraben in Sejug auf ben Umfrcte läfet fid& ba^er bie 
3lrt be3 Äegelfdj)nitt3 leidet beftimmen. ©d)neibet bie ©erabe ben Um= 
freiS ni$t, fo mufe ber ifogonal Derroanbte Äegelfdj)nitt eine ©Uipfe fein, 
ba lein Sßunft be$ ÄegelfdfmittS in ber Unenblid&feit liegt, ©dfweibet 
bie ©erabe ben Umfrete, fo ift ber ifogonal üerroanbte $egelfd[mitt eine 
igtjperbet; benn er l;at 2 fünfte in ber Unenblid;feit. ®8 fc^neibe eine 
©erabe ben UmfreiS in P unb Q, bann beftimmt bie ju AP gehörige 
©egentranSoerfale ben Spunft in ber Unenblidjtfeit be$ zugehörigen 
<J?egelfd&nitt£, b. f). bie Stiftung ber 2tft)mptote; ebenfo beftimmt bie 
©egentranSuerfale ju AQ bie Stiftung ber anbern 2lfpmptote. 2)a nun 
AP unb AQ benfelben SBinfel bilben, alä i^re ©egentranäuerfalen, fo 
folgt: S)ie 2lft)mptoten ber ifogonal einer ©eraben uermanbten Jptjperbel 
bilben einen SBinfel, ber glei$ bem Speripfjerieroinfel ift, melier ju bem 
Sogen gehört, ben bie ©erabe vom Umfreife abfdjmetbet. 

©ef)t bie ©erabe burdj) ben SJMttelpunft beS UmfreifeS, fo ift bie 
ifogonal uermaubte Jgpperbel gleid&feitig, roa$ audj) barauS f$on folgt, 
ba& ber SBinfelgegenpunft beä 3Jlittelpunft3 Dom Umfreife ber §ö^en= 
fdfmittpunft ift. 

3ft bie ©erabe eine Xangeute an ben Umfreiä, fo ift ber ifogonal 
uermanbte Äegelfd&nitt eine Parabel. 

63 mad&t feine ©d&roierigfeit, audf) bie galle ju erlebigen, roenn 
bie ©erabe bur$ eine @<fe gef)t. 3Wan mirb leidet erfennen, bafc ber 
zugehörige Äegelfd^nitt ein ©erabenpaar wirb. 
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A. Sie Parabeln tum 3irtjt unb Kiepert 

62. 2tynlidf)e Sßunftreifjen auf ben ©eiten be£ ©runbbreieää unb 
bic Parabeln (bc), (ca), (ab). 

35ie ©runbbejeiclmungen foffen ber £auptfa$e nati) bie frühem 
bleiben, jebodö muffen einige SSeränberungen eintreten. 2>a£ ©runb- 
breteä Reifet ABO, wobei BO = a, CA = b, AB = c ift. £ie 3Jttttel= 
punfte bei* ©citcu f offen X , Y 0/ Z Reiften, roctyrenb ba8 8rocarbfd)e 
erfte SDreiedf bie alte 33ejei$nung behalten foff, ba£ jweite 33rocarbf$e 
3)reiecf foff A"B"C" ijeifeen, n>cK)renb bie SSrocarbf^en fünfte, fotoie 
bie fpunetrif$ beftimmteu fünfte tyre frühere SSejeid^nung beibehalten 
foffen, alfo G- ber ©c^roerpunft, L ber Sßunft dou Semoine :c. 

2Bir nehmen nun äljnlidjje Sßunftreitjen auf ben ©eiten be3 2)reie<fö 
an. @iit ©pftem foldjer fünfte A p , B p ,. C p foff jufammengefjören, wenn 
bie laufenbe Proportion ftattftnbet: BA P : CB p :AO p = a:b:c. SDie 
*ßrojeftion$ftrai>ten von je 2 fold&eu Sßunftreifyeu werben eine Sßarabel 
berühren, fo ba& wir 3 foldje Sßarabetn erhalten, roelc^e mir mit (bc), 
(ca), (ab) bejeid&nen. ©aSfelbe ift baS erfte ©t)ftem ber Parabeln fcon Sttrfct. 
3)ie Sßarabel (bc) nrirb natürlich burdfj $rojeftion£ftraljlen beftimmt, 
roeldOe bie ©eiten b unb c in eutfpred&enben fünften fdjneibet. Qftn 
^rojeftionSftratyl (Tangente) ber Parabel ift offenbar Y Z . ©elbft* 
üerftänblid) ift e8 nur nötig, bie ©igenfd^aften einer Sßarabel feftjufteffen. 

63. ©er SBrennpunft ber Parabel (bc) ift ber gufcpunft be§ Soteä 
Dom ÜJUttelpunft M be$ Utnfreifeä auf bie dou ber (Säe A auägefjenbe 
©pmmebiane. 

Sern. @S finb AB unb AC (gig. 75) Tangenten ber Parabel (bc), 
ba biefe (Seiten bie Präger ber ä^nlidben 5ßunf treiben ftnb, meiere bie 
Parabel beftimmen. S)em fünfte A auf AC entfpridfjt babei B auf 
AB, fo bafc B ber Serüljrungäpunft ber Tangente AB ift; ebenfo ift 
O ber 33eriil}rung3punft ber Tangente AC. Sefannt ift mtn / bafc 
wtnn von einer Sßarabel 2 Tangenten mit ifjren 33eritf)rung3punften 
gegeben finb, ber 33rennpunft auf ber ©tjmmebiane beä SDreiecfS liegt, 
ba£ burdfj bie Tangenten unb bie 25erbinbung3liuie ber 33eriU)rung3- 
linte gebübet wirb, natürlich auf ber ©tjmmebiane, bie bem ©dwitt= 
punlte ber Tangenten angehört. Sfafcerbem ift ber äßinfel, ben bie 
SBerbinbungSlinien be3 SBrennpunfteS mit ben SBerüfjrungäpunften t)on 
2 Tangenten btlben, hoppelt fo grofj atö ber SBinfel ber Tangenten. 
3)amit ifi ber ©a| benriefen. 
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3ftan fann ben 93en>ei3 audjj führen, wenn man ben ©a£ 
benufct, bafe ber Srennpunft fictö auf bem ttmfreife eines Tangenten- 
breiedfö liegt. SBir feljen AO als eine Tangente, AB als 2 jufammen= 
fattenbe an, bie ftd) in B fd)neiben. 2)aljer Hegt ber Srennpunft A' r 
auf einem Äretfe, ber burd) B ge^t unb AC in A berührt; ebenfo auf 
einem Äreife, ber bur$ ge^t unb AB in A berührt. £>urd> biefe 
Greife ift A" beflimmt. 2luS ber Äonfiruftion folgt A"(AO) = 
A"(AB) = 180°-a, alfo A"(BC) = 2a; eS liegt alfo A" auf bem 
Äreife, ber burd) bie ©den B unb C unb bur$ M geljt. 25a AA" 
ben SBinfet A"(BC) halbiert, fo gellt biefe ©erabe burdj ben SWittet 
punft beS jur ©e§ne BC im Äreife MBC gehörigen SogenS, roeldjeS 
ber Sßol A p von BO in Sejug auf ben UmfreiS ift, bafjer ift AA" 
©pmmebiane; ba ferner A"(MA) = B(MA P ) = 90° ift, fo ift A" ber 
gufrpunlt beS SoteS t)on M auf bie ©pmmebiane AL. 

64. Folgerungen: 

a) AA"B co CA"A ~ Y A"Z ~ AY X . 

Sero. A"(MA) = 90° = Z (MA) = Y (MA), ba^er liegen 
AZ A"MY auf einem «reife, formt Z (A"Y ) = A(A"Y ) = A(BXo), 
ebenfo Y (A"Z ) = A(CX ), alfo Y A"Z co AYoX . 

gerner A"(CA P ) - a, alfo C(A"A) = A(A"B), fomit enthält 
baS 35reied AA'C bie SBinfel A(BXo) unb A(X C), ebenfo AA"B. 

3Jfan mürbe bieS au$ aus ber ©igenfdjaft ber Sßarabel folgern 
fönnen, bafj roenn man ben Srennpunft einer Sßarabel mit ben fünften 
rerbinbet, in melier 2 Tangenten von einer beliebigen brüten gefd&nitten 
werben, bie entftanbenen 25reiecfe äfjnlid) finb. SBir fyc&tn §ier bie 
Tangenten AB, AC, Y Z . SDafe nun A"AB co A'T Z ift, folgt 
barauS, bafe man AB als Tangente anfielt, bie t)on ft$ felber in B 
gef^nitten roirb. 

b) 3fi A ber 2JUttelpunft von Y Z , fo liegen H a A"A in einer 
©eraben. 

Sern. AZ Y <~ ABC unb AZ Ö A"Y liegen auf einem Äreife, 
alfo ift AA" bie bis jum Umfreife uon AZ Y verlängerte ©pmmebiane 
in biefem £>reie<f; es liegt ba^er A A" fpmmetrifd^ jur ©djjroerlinie 
AX ober beffer jur Verlängerung A X in S3ejug auf Y Z ; ebenfo 
liegt aber A H a . — SDarauS folgt nod) f of ort : 

a 2 
A A" = g— . (a ©<$n>erlinie Str. 55 2lnl).) 

c) SDer ßreis um BH a A" berührt Y Z in Z , ebenfo ber ÄreiS 
um CH a A" biefelbe ©erabe in Y . 



(»r 
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S3en>. ABA"eoAX Yo (3fo. 75), alfo mt$ BA"Z coX Y A 
ba$er A"(BZ ) - Y (X A ) = ß « H a (BZ ). Set um H.BA " 
gelegte ÄreiS ge^t bafjer audjj bur$ Z unb berührt Y Z in Z . 

d) Sie SBerbinbung&linie ber gufcpunfte ber nom Srennpunft A" 
auf AB unb AC gefaßten Sote A b "A c " wirb bur$ Y Z halbiert. 

Sern. A b "A " ijl bie ©$eiteltangente ber Parabel, alfo A"A b "A "*o 
A"Z Y oo AYoX . 2>a nun A"A "±AZ 0/ A"A b "_LX Z , fo aucb 
A b "A " ± AX , roa3 au$ barauS folgt, bafe AX ©egentranSnerfate 
ju AA" ift gebe Sßarabeltangente teilt nun bie von 2 feften Tangenten 
begrenzen ©egmeute ber übrigen uad) fonftantem 93erf)ältni3; ba alfo 
Y Z bie Tangente AB in Z halbiert, fo mufc fie audj A b "A c " 
halbieren. 

A 2 

65. Ter £albparameter ber Parabel (bc) nurb burdj) — 3- bar* 

gebellt. 68 nerfjalten ftdj alfo bie Parameter ber Sßarabeln (bc), (ca), 
(ab) umge!ef)rt wie bie Äuben ber juge^örigeu ©djwerlinten. 

3$ew. 3ft 2p ber Parameter ber Sßarabel (bc), fo ifi -|- gletd) 

bem SBCbftanbe be3 SrennpunfteS A" non A b "A c ", alfo ift 
p = 2 A"A " sin A "(A" A b ") = 2 A"A C " sin A(A"C) 

= 2 AA" sin A(B A") sin A(A"C). 

@ä ift ferner AA" = •£ AA 5/ wenn A 5 ber ©djnittpunft ber 

bc 
©tjmmebiane mit bem Umgreife ift. AA 3 = — , wo a bie ©djwer* 

a 

bc 
linie von @cfe a ift; alfo AA" = ^— . 

sin A(BA") : sin t = -5- : a 0/ sin A(A"C) : sin ß = -^ : a , alfo 

a 2 

sin A(B A") • sin A(A"C) = j — 2 • sin ß sin 7, ba^er 

bc a 2 . . ab sin t acsinß 1 A 2 

66. 2)a3 jweite ©pjtem ber Parabeln non 2lrfct. 

(£8 follen je|t bie* 2ftittetfenfred&ten ber ©eiten eineä SDreieää alä 
Präger ctynlid&er Sßunltreiljen angefefjen werben. 2Bir bejeid&nen fie als 
fold&e mit x, y, z, einen beliebigen $unft t>on x mit X, non y mit Y, 
von z mit Z, unb jwar follen für X, Y, Z entfpred)enbe fünfte ge= 
nommen werben; bie 3Wittelpunfte ber ©eiten follen bem eutfpred)enb 
mit X , Y , Z bejeidjnet werben. @3 f off bann fein : 

X X : Y Y : Z Z = a : b : c. 

SB. ffU^vmann, ©gnt^etifd^c SBeioeifc 11 
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£>ie SerbinbungSlinien entfpred^enber fünfte erzeugen bann mieber 
Parabeln, meldte wir mit (yz), (zx), (xy) bejeidjjuen. ©emeinfam ift 
allen Sßunftreifjen ber 2JHttelpunft M be8 UmfreifeS, für ben wir tri 
ben einjelnen Sßunftreitjen bie entfpred&enben in ben anbern fud^en 
wollen. 3)enfen wir un3 M in ber Sßunf treibe y unb fu$en ben ent- 
fpred&enben in ber Sßunftret&e z. 2)a A(BH) = A(MC) ift, fo ent= 
fpric&t bem fünfte M auf y ber ©dfmittpunft Z y ber £öf)e AH mit 
ber 3Jitttelfenfre#ten jur &öj|)e c; ebenfo entfpridjt bem fünfte M auf 
z ber ©<!?nittpunft Y, ber &öf)e AH mit ber 9Jiittelfenfred)ten y. 

67. Sie fcö&e AH ifb bie polare be3 3Rittelpunfte3 M vom Um* 
Ireife in Sejug auf bie Sßarabel (yz). 

Sem. 3)em fünfte M (gig. 76) in ben Sßunf treiben y unb z 
entfpredjen bie ©d&nittpunfte ber 3Rittelfenfre$teu z unb y mit ber £ölje 
AH. 2)tefe fünfte Z y unb Y, finb aber bie Seriü)rung3punfte ber 
Tangente z unb y. SDa bie ©erabe Z y Y, bie ißö^e AH ijl, fo ift 
AH bie polare von M. 

68. SDie von ber @cfe A gejogene ©$n>erlinie ift bie fieitlinie ber 
Sßarabel (yz). 

Sem. 3ft AY eine £ran8t>erfale, roeld&e bie Sßunltreifje y in 
einem fünfte Y trifft, fo fetyneibet bie ©egentran3t>erfale bie Sßunftreilje 
z in bem entfpred&enben fünfte Z. 2113 entfpred&enbe fünfte finb aud) 
Y unb Z anjufefjen, fo bafe Y Z eine Tangente ber Sßarabel (yz) 
ift. 63 ergiebt fidf) barauS audf) leidet, bafc bie innere unb bie Sufeere 
Halbierungslinie be3 SBinfelS a an ber @<fe A Tangenten finb. ®S 
ift enblidj) audj) bie 3D f litteIfenfred^te von Y Z eine Tangente, ©d^neibet 
nämlidfj biefelbe bie Sßunftreilien y unb z in Y m unb Z m , unb ifi 
A bie 2Jtitte von Y Z , bann ift: 

Z Z m 1 Y Y m 1 



Z A sin ß' Y A sin 7 
Z Z m sin 7 c 



> alfo 



Y Y m sinß b' 

fo bafc ftdfj Z m unb Y m entfpredjjen. 3n A forooljl, afe A finb alfo 
bie an bie Parabel (yz) gezogenen Tangenten fynfttfyt ju einanber, 
baljer ift AA ober AX bie Seitlinie ber Sßarabel (yz). 

69. 2>er Srennpuuft ber Sßarabel (yz) ift ber Srennpunft A" ber 
Sßarabel (bc). 

Sem. 3)er Srennpunft mufe auf bem Umfreife uon MY Z liegen, 
ba bie ©eiten biefeS 2)reie<fö Tangenten ber Sßarabel finb. 35iefer 
UmfreiS mirb erhalten, menn man MA al3 SDurd&meffer nimmt. 6in 
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$u>eite3 Xangentenbreiecl wirb au$ Y Z unb ben JeaÜnerungSlinien 
be3 SBinfetö a unb feines Stebennnnfete an @de A gebilbet. Stemmen 
nur ben UmfretS be3 Sretecfö, ba3 aus ben SBtnfetyalbierungSUnten ber 
Qdt A unb ber ©eite BC gebilbet wirb, fo iji bieä einer ber apottonifd&en 
Äreife bc3 SDreied § , roeldjer bur$ ben ©$mttpunft A 5 ber jur @de A 
gehörigen ©pmmebtane mit bem ttmfreife geljt. 2)af)er tnu£ ber ju 
unferm £angentenbreie<I gehörige Umfretö burdj) ben • SDttttelpunft A" 
von AA 5 gefjen. 3)a au$ ber erfle Ärete burdj) A" ge§t unb A m$t 
in §rage fommt, fo ift A" ber Srennpunft. 

70, 2>er £albparametcr ber Sßarabel (yz) wirb bargefiettt burd& 

_ A (b 2 - c 2 ) 

Pa ~~ W • 
S3en>. 35a bie ©dOtoerlinie AX bie ßeitlinie ber Parabel ijt, fo 
ifi, wenn & ben SBinfel jttufd&en ©pmmebiane unb ©djjroeriinie bebeutet, 
bec igalbparatneter auSgebrüdt burdf) 

p Ä = A A" • sin ft. 

SP mm (ba ) =* *i, (»oc) = «*, fötfkaj— 0* = », ferner 

sin a 2 : sin aj == b : c, alfo 
sin «2 — sin a, b — c 



sin a 2 -+- sin a, b + c' 
*T b-e_ t g( L 7 I ) 



unb 



fomit 



@8 ift ferner 
sin Ö = 2^7, ba^er 

1+tg TT 



a 2 a . ß — 7 ß — T 



sinö = 



2 tg 2" tg V 9 J sm T cos T sm 2^ cos 



2 



r+tgytg y^J ^COSyCOS X_i + 4 BIIl _g 1Il Jl_» 

sin 2 a sin (ß — ?) 

4cos ( ^y^-J ( cos y — sin tt ) + C 1 — cos a ) 2 

sin 2 a sin (ß — 7) sin 2 a sin (ß — 7) 

cosa(2+2cos(ß— t))-+-(1— cosa) 2 ""l-+-2cosacos(ß— 7)+cos 2 a* 

11* 
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©benfo ifi ferner 

4ao 2 = 2b 2 + 2c 2 - a 2 = 4r 2 (2sin 2 ß + 2 sin 2 7 - sin 2 a), 
alfo a 2 = r 2 (1 -h 2 cps a cos (ß — 7) -h cos 2 «). 

35a nun AA" = ^-.tft (SRr. 95), fo folgt 
za 

__ b • c . sin 2 a sin (ß — 7) bc • r 2 sin 2 a sin (ß — 7 ) 

^ ft ~" 2a " l-+-2cosacos(ß — 7)-hcos 2 a"~ 2a -a 2 ' 

__ A • r 2 sin a sin (ß — 7) __ A r 2 (sin 2 ß — sin 2 7) 
ooer p a — 3 —3 

_ A (b 2 — c 2 ) _ 2r sin « sin ß sin 7 sin a sin (ß — 7) 
~~ 4a 3 ~ yi + 2. cos a cos (ß.- 7) -+- cos 2 a ,r 

71. $)ie Äretfe, welche burdf) ben üftittelpunft M beS UmfreifeS 
unb je 2 entfpred&enbe fünfte Y, Z ber cttjnlid&en Sßunftretyen y, z 
gefjen, bilben ein 93äfd^eL SBefttmmt mau baju bie Äreife bur$ M unb 
je entfpred&enbe fünfte Z, X unb X, Y ber anbern Sßunf treiben, fo 
erhält man 3 »üfd&el. SMefe 3 »üf$el $abeu einen ÄreiS, nämlity 
ben Srocarbfdjen ÄreiS gemeinfam. 

Sero, ©inb Y unb Z 2 entfpredfjenbe fünfte ber Sßunftretyen y 
unb z, fo berührt YZ bie Parabel (yz); es ift alfo MYZ ein 
Xangentenbreteä, baS burdf) ben Sremtpuuft A" gelten mufe. 3We 
Äreife, bie fo Befttmmt werben, geljen alfo burdf) M unb A". ©inb 
bann B" unb C" bie Srennpunfte ber Sßarabel (zx) unb (xy), fo 
gelien bie bur$ MZX unb MXY bejiimmten Greife be&. burdjj B" unb 
C". Sa e§ nun einen Are« burd& M, A", B", 0" gie6t, nämlidf) ben 
S3rocarbf($en ÄreiS, fo ift berfelbe allen SBüfdjeln gemeinfam. SDieS 
läfet ft$ burdf) bie Setradjjtung ber ^Junftrci^en aud) btreft einfefyen, 
maS nid^t ausgeführt werben foff. 9ta$ bem, ma£ ü6er biefe Greife 
gefagt ift, muß berfelbe bie 3Jttttelfenfredj)ten in folgen fünften fdlmeiben, 
bie fi$ entfpred&en. ©inb A', B', C biefe %m\ttt, fo mufc alfo fein; 

B(OA') = qAB 1 ) = A(BC'). 

tiefer SQSinfet ift, roie befannt, ber ©rocarbfd^e SBinfel «>; aud^ 
ift A'B'C ein SDreiecf, baS ber ©d&ar XYZ angehört. 

72. SDte SBinfel, meldte bie ©eiten beS ©reiedfe A'B'Ü mit ben 
entfpred&enben von ABO bilben, finb ben SBinfel gleidf), meldte ber 
Srocarbfd&e 2)ur$meffer ML mit ben Stabien beS UmfretfeS na<$ ben 
gäen bitbet. 

Seit). ®3 ift M(A'A) = ß -7; fd&netbet nun AM ben »rocarb- 
f#en ÄreiS in A, fo ift M(A^) = B'(A'^) = ß - 7. ferner 
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B'(A'C; = ß, alfo B'(A'C') - B'(A^) = B'(C^) = 7 ober 

A'(ÜA) = T , alfo AM II BC 
$a au$ LA' II BC, fo ift A'(L^) = M(LA) » (BC, B'C). 

73. Sie Äolliueation3adf)fen be§ SDreieää ABC mit beu S5reiecfen 
XYZ berühren eine $)krabel, bie Äiepertfd&e Sßaröbel Reifet. 

Sero. S)ie SDreiede ABC unb XYZ ftnb lollinear (9tr. 56 2tnl).), 
ba ft$ AX, BY, OZ in einem fünfte fd&neiben. ©dfjneiben fid^ BC 
unb YZ in 21 (gig. 76), CA unb ZX in 33, XY unb AB in 6, 
fo ijt bie ©erabe 21336 bie ÄoUineationäa^fe ber SDreicde ABC unb 
XYZ. ©3 fdjmeibe nun bie 2Jttttelfenfredjte x bie ©eite AC in X7, 
y bie ©eite BC in Y7, bann enfpred&en fi$ X7 unb Y?, benn eS ift 

X X-y : Y Y^ = a : b. 

& fd&neibe XZ bie ©erabe X Z in Y' (gig. 76) unb YZ 
bie ©erabe Y Z in X', bann ift Y Y : YY T « Y X' : Y T 2l, ferner: 

X X : XX7 = X Y' : X78; nun §abeu wir linfä bie ©tüäe 
<mf äf>nlid&en Sßnnftreüjen, alfo Y Y: YY? = X X : XX7, batjer ift 

Y X' : Y T 2l = X Y' : X?33. 

©3 wirb X' burd) Y^Zq unb YZ, alfo burdj 2 Tangenten 
%ftimtnt, ctynlicfc Y', alfo bilben X' unb T ä^tilidbe sßunftreiljen auf 
Y Zo unb X Z ; benn bie Sßunf treiben X' unb y, ebenfo Y' unb x 
ftnb äfydify. Stuf ben Sßunftretfjen X' unb T fxnb X unb Y inU 
fpre<$enbe fünfte. Um bieg ju erfennen, beule man fi$ M als Zß auf 
z liegen unb X ß unb Y ß bie entfpred&enben Sßuufte in ben Sßunftretyen 
x unb y, bann wirb Y Z , auf ber bie fünfte X' liegen von Y^Z/* 
ober y in Y , X Z aber, auf ber bie fünfte Y' liegen, uon XßZjj. 
b. f). x in X gefdj)nitten, fo bafe Y unb X entfpredpenbe Sßunfte ber 
«ßunftretyen X' unb Y' ftnb. SDafjer f)at X Y' : Y X' unb alfo au$ 
X?33 : Y72I einen fonftanten Sßert. 2)ie3 bebeutet, ba§ bie fünfte 21 
nnb 33 auf ben Seiten a unb b ctfjnlid&e Sßunftrei^en ftnb mit ben ent= 
fpred;enben fünften Y7 unb X7. 

74. Sie Sßarabet t>on Äiepert, meldte burefy bie Äottineation3a$fe 
ber Sreiedfe ABC unb XYZ erzeugt roirb, ift bem ©runbbreied ein* 
befdljrieben. 

33 em. SDie ÄollineationäadDfen 2133© erjeugen auf BC unb AC bie 
äfjnlidfjen Sßunf reiben 21 unb 33, rooburdjj bie Sßarabet befiimmt mirb. 
Stemmen mit bie Sßunftretye © auf AB, meldte äfmlidf) 33 ift unb jieljen 
33©, fo erhalten mir biefelben ©trauten, fo bafc alfo aud& AB berührt 
wirb, hieraus folgt nodf), bafe ber 33rennpunft P biefer Sßarabet auf 
bem Umgreife liegt. 
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75. 3Me Seitlinie bet Äiepertfdjjen Sßarabel ift bie @ul$Tfd&e ©erabe 
be8 ©runbbreie<I$. 

Sero. 3)a bie Sßarabel bem ©runbbreied etnbefdjrieben ift, fo mufc 
bie Seitlinie burdj ben £ö$enfdf)uittpunft H gefjen. @3 ftnb ferner X7 
unb Y7 (gtg. 76) entfpredjenbe fünfte auf ben Sßunftretyen 35 unb 21, 
alfo X7Y7 ein ©traltf 21336, alfo Y Y X r C ein SDmgentenbreieä ber 
Sßarabel; ba ber £öl)enfdSmittpunft biefeS SDrciedS M ift, fo gebt bie 
Seitlinie burdb M, MH ift alfo bie Seittinie. 

3Jtan erfennt fofort, bafe ber 33rennpunft ber Sßarabel ber @d&nitt= 
punft be3 UmfreifeS t>on ABC mit bem Umf reife von Y r X r O ift. %üx 
ben legten Umfrete fönnen natürlich audf) anbere eintreten. ©d&neibet 
bie 3Kittelfenfre$te x t>on BC bie Seite AB in Xp unb bie 2JHttel-- 
fenfredfjte z von AB bie ©eite BC in Zß, fo roirb au$ ber UmfreiS 
t)on ZpBXp ben Umfrete von ABC in bem 33rennpun!te F ber 
Äiepertfd&en Sßarabel fc&neiben. 

76. 2>a3 ^nli^ieit^ertjältnig ber $unftrei$en 21, 33, 6 ift 

1 1 1 

sin (ß — 7) * sin (7 — a) ' sin (a — ß) * 

33ero. 3Me Xräger AC unb BC ber Sßunftreiljen 33 unb 21 roerben 
von 2 Tangenten in A unb X T (gig. 76), foroie in B unb Y r ge- 
fc&nitten, ba^er ftnb BY Y unb AX r entfprec&enbe ©treden ber Sßunft- 
reiljen 21 unb 33. Sinn ift: 

"RV — b __ r (2 sin a cos 7 — si n ß) r sin (a — 7) 

1 2 cos 7 2 cos 7 2 cos 7 

. v , a r (2 sin ß cos 7 — sin a) r sin (ß — 7) 

AÄy = D — ~ = ~ = — ~ , 

1 2 cos 7 2 cos 7 2 cos 7 ' 

alfo ift 

BY r : AX Y = sin (a — 7) : sin (ß — 7) =-7— ^ r : —r- 7 c-. 

1 ' \ •/ vr 1/ sin (ß_^) Sin(a — 7) 

Stimmt man bie Sßunftreifjen in einer beftimmten Stiftung als 
pofttit) an, ttrva AB, BC, CA, fo iji: 

BY Y : AX Y = . r- : -^- 7 ^- ; 

1 ' sin (ß — 7) sin (7 — a) ' 

alfo au$ allgemein für beliebige fünfte 2121', 3333', m' erhält man: 

2121' : 3333' : <£<£' = -^— ^ — v : -^-^ — r- : . * Q , 

sin (ß — 7) sin (7 — a) sm (a — ß) 

= sin (a — ß) sin (a — 7) : sin (ß — 7) sin (ß — a) : 

sin (7 — a) sin (7 — ß). 
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77. $äfft man von ben @<fen eineä SDreiecfS bie Sote auf bie 
@ulerfd&e ©erabe unb befiimmt bie ©d()nittpunfte biefer Sote mit beut 
Umfreife, fo erhalt man ein Sreiecf, ba§ ju bem erften folgenbe 39e= 
jieljung fyat: 

a) @£ ift bemfelben fongruent; 

b) e8 liegt foHinear mit bemfelben; 

c) bie parallelen burcb bie @<fen be3 &reiecfo ju ben entfpredfjenben 
©eiten be3 ©runbbreiecfö fd&neiben ftdj im 33rennpunft ber burdj) baS 
SreiedE beftimmten Äiepertfdfjen Parabel. 

33 ero. (gig. 77) SDaS erfte ift o^te weiteres einjufe^en, ba ba3 
abgeleitete 3)reiedt, ba3 mit UVW bejetd&net werbe, ba3 ©piegelbreied 
von ABC in 33ejug auf bie @ulerfd)e ©erabe ift; barauS folgt audj) 
ba8 jroeite, benn bie @ulerf$e ©erabe MH ifi bie ÄollineattonSad&fe ber 
beiben Sreiecfe. $ief)t man nun burdj) XJ bie parallele ju BO unb 
burdf? W bie parallele ju AB, fo ift ber SBinfel, ben biefe ©eraben 
bilben, ß, baljer liegt iljr ©dfmittpunft F auf bem Äreife, ber über UW 
gefd&lagen ifi unb ben SBinfel ß faßt; bieg ifi aber ber Umfreiä t)on 
ABO. ©8 ifi bann aud& leidfjt einjufe^en, bafe audjj bie parallele 
burdj) V ju AO burd& ben Sßunft F gel)t. ©inb nun X r unb Y r 
bie früher bezeichneten fünfte, b. f). bie <5$nittpunfte ber SJtittelfenfc 
red^ten von BO unb AC mit ben ©eiten AO unb BC, fo Ijat ber 
jroeite ©d&nittpunft F' ber Umfreife j?on ABO unb X r T^C bie @igen= 
fcfaft, bafe F'(CX r ) » 180° - a, F'(CA) = 180° -ß ift. $at H ft bie 
alte Sebeutung unb verlängert man CH a um ftd& felbft -bt8 O a , fo 
liegen 0, W, C a auf einem Äreife, beffen ÜDhttelpunft H ifi. ß3 ifi 
bann H(CC a ) = 2 ß, alfo W(O.C) = 180°- a; ba auä) W(CB) = 
180° - a ift, fo ftnb bie ©tra^lenbüfd&el F'(CX r A) unb W(CBC a ) 
einanber gleid). gerner ift CX r : X r A = CM a : M a H a = OB : BC a . 
daraus folgt, CF'Aco CWC a unb arc BW = arc AF' unb WP' || BA. 
@£ tann ba^er F' aud& erhalten werben, inbem man burcfc W bie 5ßa= 
raffele ju BA jietjt unb ben ©dfjuittpunft 'biefer parallelen mit bem 
Umfreife beftimmt. ®3 ift alfo ber Sßunft F', ber ©dfmittpunft ber 
Umfreife von ABC unb X/X>C, ber twrljer mit F bezeichnete $unft. 

78. 2>ie SBinfel über ben Sogen, roeld&e burdfc bie Stbftänbe be8 
33renupunfte§ ber Äiepertfd&en Sßarabel von ben ©den be§ ©runbbreiecfö 
befiimmt werben, ftnb gteidfj ben SBinfeln, roeldje bie ©ulerfdfje ©erabe 
mit ben betreffenben Rollen be§ ©reieefö bilbet. 

Sern. (gig. 77). ®3 ift bei ber alten SBejeid&nung (von 9fr. 77) 
O a (CW) = A(CF), au* C a (CW) = ^H(CW). ©a aber HCW 
glei$f$enflig ift, fo ifi H(MG) = £H(CW), ba^er A(CF) = H(MC). 



— 168 — 

79. SDie äbftänbe be3 33rennpunfte3 ber grabet von Äiepcrt von 
ben @cfen beS ©runbbretecfö Mdjjalten fid& tote bie ©inuS ber SDiffcrenj 
ber SBinfel an beit anbern ©den. 

S3en>. ©inb bie ju ben Sogen AF, BP, CF gehörigen $eri$crie* 
minfel 3,, S 2/ 8 3 , fo ift (giß. 77) AF « 2 r Bin 8,, BF = 2r sin8 2 , 
CF = 2 r sin S 3 . gfittt man alSbann bie Sote MA m , MB m , MC m 
von M auf bie $ö(en be* 2>reied* ABC, fo folgt (»r. 78) 

MA m = MH sin 3!, MB m = MH sin 5 2 , MC m = MH sin 8 3 . 

@§ ift aber aucb 
M A m = r sin (ß- T ), MB m = r sin (a - 7), MC m = r sin (a - ß), alfo 

AF : BF r CF = sin 5, : sin 8 2 : sin o 3 « M A m : MB m : MC m 

= sin (ß — i) : sin (a - 7) : 
sin (a — ß). 
Srägt man no$ bem llmjlanbe ?ftedmung, bafe F non B bur$ 
AC getrennt ift, fo fann man auü) fe|eu. 

AF : BF : CF = sin (ß - 7) : sin (7 - a) : sin (a - ß). 

2Jtan fann aud& bei ber 2lnnaf)me für bie ©rö&e ber SQSinfel MB m 
als uegatio anfe^en. 

3Äan beregnet nocb leidet: 

MH 2 = r 2 (1 — 8 cos a cos ß cos 7); beim im 2>retcd AHM ift 
AH = 2rcosa, A(MH) = ß-7, alfo 
MH 2 = r 2 4- 4 r 2 cos 2 a — 4r cos a cos (ß - 7) — r 2 (1 — 8 cos a cos ß cos 7). 

$a$er ift AF - 2 r sin 8, = 2r2s j^~~ T) , 

AF = 2 r sin (ß - 7) BF = 2 r sin (7 - a) 

y 1—8 cosa cos ß cos 7 ' y 1 — 8 cos a cos ß cos 7 

CF = - . 2rsin ,( a 7".ß) 

y 1 — 8 cos a ctfs ß cos 7* 

2>arauä folgt uod) leidet: 

FF : FFk FF = 1 • - • - 

sin (ß - 7) sm (7 — a) sin (a — ß) 

3iel)t man nämlity FB unb FC, fo erhalt man: 
FB • FC sina = 2 r sin a . FF a ober mit ber $eicbenberücfftd)tigung 

_ FB . FC _ 2rBin(tt-PjBin(tt" T ) lt r m 
2 r 1 — 8 cos a cos ß cos 7 

80. Sie (Entfernungen ber ©den be3 ©runbbreiedä non ben ©piegel* 
punften in Sejug auf bie @ulerf<$e ©erabe finb bur$ bie 2lu3brü<fe 
gegeben: 
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Uj = 4 r cos « sin (ß — 7) ß . 7 __ 4 r cos ß sin (7 ~ a) 

/T - 8 cosa cosß COS7 ' Vi — 8 cosa cosß cos? ' 

q W __ 4 r cos t sin (a - ß) 

ZT — 8 cosa cosß cos? * 

SSeto. ®c|t man M(AH) = ©a, cosa cosß cos? = X, fo folgt au$ 
bem 2>reie<f MAH teid&t: 

4 r 3 cos 8 a = r* + r 2 (1 - 8X) - 2^ ]f 1 - 8X cos 9», alfo 

1~2 cos 2 a — 4 cosa cosß COS7 1 — 2 cos a cos (ß — 7) 

COS <p ft = i — — L = ; s-r-^- -. 

T y 1 — 8 X 1-8X 

SBei entfpre^enber 3ei$enbefiimmung gtebt bieg 

_ 2 cos a sin (ß - 7) 



sin»« = 



y 1 — 8X 



4 tt o • 4 r cos a sin (ß — 7) 

AU = 2 r sm 9a = , - -. 

yi — sx 

Snfofern B im anbern $la$enteile liegt, als A unb C, lönnen 
roir fe|en: 

■RV — ^ r cos ß s * p (7 - a ) pw __ 4 r cos 7 sin (a — ß) 
ff^TT ' "~ y 1 - b X 

81. SDer Sübftanb be3 JBrennpunfte» ber Parabel dou Kiepert 00m 
igöfjenfdjmittpunft tft bureb bie gönne! gegeben: 



FH S 



41- 2 J 
1 - 8 X \ 



8 X 2 + cos 2 a cos 2 ß cos 2 7 



«et*. @sifiFUXAH, folgü* 

1 H 2 - FA 2 = ÜH 2 - ü A 2 ober 
4r 2 



FH 2 = =-'- q-y { sin 2 (ß - 7) -+- cos 2 a (1 - 8 X) - 4 cos 2 a sin 2 (ß - 7) 

1 O X | 

- 4r * Q 

"~ "1 - 8 X ' 

gür Q ergiebt fid& bur$ weitere (Sittroiälung: 

Q == l~3cos 2 a- cos 2 (ß -7)+ 4 cos 2 a cos 2 (ß-7) — 8 cos 8 a cosß COS7 

= 1 — 3cos 2 a — cos 2 ß cos 2 7 — sin 2 ß sin 2 ? — 2cos ß cos 7 sinß sin 7 
-h4cos 2 a(cos 2 (ß-7)-2X) 

= cos 2 a -h cos 2 ß -+- cos 2 7 — 4 cos 2 ß cos 2 7 — 2 cos a cos ß cos 7 

h- 4 cos 2 a (cos 2 ß cos 2 7 4- sin 2 ß sin 2 7 •+- 2 cos ß cos 7 sin ß sin 7 
— 2 cos a cos ß cos 7)/ 

wobei sin 2 ß sin 2 7 = 1 - cos 2 ß - cos 2 7 + cos 2 ß cos 2 7 gefegt tft. 
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®c|t matt na$ cos 2 a 4- cos 2 ß 4- cos 2 ? — 1 — 2 cos a cosß cos ?, 

sin ß sin ? = cos a ■+■ cos ß cos 7, 
fo ergiebt ft<$: 

Q = 1 — 4 cos a cos ß cos 7 — 4(cos 2 ß cos 2 7 4- cos 2 7 cos 2 a 4- 

cos 2 a cos 2 ß) -+- 16cos 2 a cos 2 ß cos 2 7 
= — 1 4- 2(cos 2 a 4- cos 2 ß -f- cos 2 7) — 4(cos 2 ß cos 2 7 4- cos 2 7 cos 2 a 

cos 2 a cos 2 ß) 4- 16cos 2 a cos 2 ß cos 2 7 
= 8cQS 2 a cos 2 ß cos 2 7 - (1 - 2cos 2 a) (1 - 2cos 2 ß) (1 - 2cos 2 7) 
= 8cos 2 a cos 2 ß cos 2 7 -+- cos2a cos2ß cos27. 

82. £>er 2lbftanb beä SrennpunfteS P t)on bcr gulerfcfien ©eraben, 
alfo bcr §albparameter ber Äiepertfd&en Sßarabel ift burdj) ben 3tu8brucf 
gegeben: 

FF = + *r sin (ß - 7) sin (7 - a) sin (a - ß ) 

"~ ]/ 1 — 8 cos a cos ß cos 7 3 

8cio. ©e|t man M(HF) = •]>, fo ift 

FH 2 = r 2 4- r 2 (1 - 8X) - 2r 2 Vi — 8X cos y ober alfo 
2(8X 2 + cos2a cos2ß cos27) = (1 - 4X) (1 - 8X) - ^1-8X 3 cos <];, 

yi-8X 3 cos ^ = 1 - 12X 4- 32X 2 - 2(8X 2 4- cos2a cos2ß cos27) 

«■ 1 — 12X - 4(cos 2 a + cos 2 ß 4- cos*?) 4-2 4- 8(cos 2 ß 
cos 2 7 4- cos 2 7 cos 2 a 4- cos 2 a cos 2 ß). 
68 ift nun: 

cos 2 ß cos 2 ? = cos 2 a cos 2 ß cos 2 7 4- sin 2 a cos 2 ß cos 2 ?, alfo 

cos 2 ß cos 2 7 4- cos 2 7 cos 2 a 4- cos 2 a cos 2 ß = 3cos 2 a cos 2 ß cos 2 ? 

4- cos 2 ß cos 2 7 sin 2 a 4- cos 2 7 cos 2 a sin 2 ß 4- cos 2 a cos 2 ß sin 2 7. 

S3etrac^tcn mir un£ bie 3 legten ©lieber genauer, fo finben toir, 
bafc fi$ bie legten au§ bem erften ergeben, toehn ntan bie SBtnfel a, ß, 7 
cgflifcfc t>ertauf<$t, b. §. ß ftatt a, 7 ftatt ß, a ftatt 7 it. f. f. wrtaufdjt. 
2)al)er !önnen mir jur 2tbfürjung fe|tn: 

cos 2 ß cos 2 7 sin 2 a 4- cos 2 7 cos 2 a sin 2 ß 4- cos 2 a cos 2 ß sin 2 7 = 2 cos 2 ß 

cos 2 ?sin 2 a; 

ttnb mir werben entfpredjenbe folc^e StuSbrüde analog bejetd)nen. 
@8 ift bann: 

2 cos 2 ß cos 2 7 sin 2 a = (2 cosß cos 7 sina) 2 — 2X 2 cosa sinß sin? 

= sin 2 a sin 2 ß sin 2 ? - 2X (1 4- X). 

©e|t man noef) sina sinß sin? = [x, fo wirb nun: 

yi-8X 3 cos^ = l-12X-4(l~2X)4-2 + 8(3X 2 -2X-2X 2 4-iJt 2 ) 

= -l-20X4-8X 2 4-8ix 2 ; 
bafjer: 
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(1 - 8X) 3 sin 2 <!/ = (1 - 8X) 3 - (- 1 - 20 X + 8X 2 + 8^ 2 ) 2 

= 16 \i 2 (1 + 20 X - 8X 2 - 4|x 2 ) - 64X (1 + X) 3 . 

3JHt bcm 9tu3brud rechts wollen ttrir t>erglei$en •, 
sin 2 (ß — 7) süi 2 (t — a) sin 2 (a — ß), 
rooju mir burd) bte SBerte t)on AF, BP, OP geführt werben, gu bem 
@nbe feien einige 2*an8formattonen t)orau$gef$tcft. 

a) 2 sin 2 ß sin 2 7 = -^- = p. 2 + ji 2 cot 2 o> = jx 2 + (1 + X) 2 . 

b) — sin (ß — 7) sin (7 — a) sin (a — ß) = 2 sin ß sin 7 sin (ß — 7). 

c) 2 sin a sin (a — ß) sin (a — 7) = ji(l — 8X). 

d) 2 sin ß sin 7 cos ß cos 7 = [x 2 -+- X 2 -+- X. 

e) 2 sin 2 ß sin 2 7 cos 2 ß cos 2 7 = ^ + 2 jx 2 (X 2 - X) + X 2 (1 + X) 2 . 

f) 2sin 3 ßsin 3 7COsßcosT = -^ + ji 4 +2[jL 2 (X 2 -X) + X 2 (l+X) 2 . 

= Xji 2 + ji* + 2 y>(X 2 - X) + X (1 + X) 3 . 

gotmel a) erhält man <w3 cot <o = cot a -+- cot ß + cot 7, wenn 
man btefelbe quabrtert nnb 1 abbtert. 

gormel b). 

3unä<$ft ifh 

sin2(ß - 7) -4- sin2(7 - a) + sin2(a - ß) = - 4sin(ß - 7) sin (7 - a) 

sin (a — ß), • 

sinß sin7 = cosa -h cosß cos 7, alfo 

2 sinß SÜ17 sin(ß — 7) = 2 cosa sin(ß — 7) -+- 2 cosß COS7 sin(ß — 7) 

= 2 cos ß cos 7 sin (ß — 7), 
2sinßsin7sin(ß — 7) = £2 cos (ß — 7) sin (ß — 7) = |2sin2(ß — 7) 

= — sin(ß — 7) sin (7 — a) sin (a — ß). 
gormcl c). 
sin a sin (a — ß) sin (a — 7) = sin 3 a (cos ß cos 7 — cos a) + sin a sin ß sin 7 cos 2 a 

= 2sin 3 acosßcos7 — sin 3 asinßsin7 + jxcos 2 a 

=* 2sina cosß COS7 — 2sina cos 2 a cosß COS7 — 
[j.sin 2 a-+- [i.cos 2 a, 
alfo 

2 sina sin (a — ß) sin (a — 7) = 2|x.— 2X 2 sina cosa — ja 2 sin 2 a ■+■ 

jx2 cos 2 a 
= 2jx-4Xix-2}i.(l-+-X) + |x(l-2X) 
= [x(l-8X). 
gormel d). 

2 sinß sin7 cosß COS7 = 2 sin 2 ß sin 2 7 — 2 sinßsin7 cosa 

= p 2 + (1 + X) 2 - (1 + X) = |i. 2 + X(l + X). 
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formet e). 
2sin 2 ß sin 2 7 cos 2 ß cos 2 7 = (2sinß SÜ17 cosß COS7) 2 — 2X|x2sina cosa, 

«(jA 2 -+-^ 2 4-X) 2 -4X|i. 2 . 

Formel f). 
2sin 3 ß sin 3 T cosß cosy = X2sin 2 ß Bin 2 T + <Ssin 2 ß sin 2 7COS 2 ß cos 2 ? 

= -££- + (|i a 4- X 2 + X) 2 - 4X|x 2 
sin 2 «> 

= X [x 2 4- X (1 4- X) 2 -4- (ix 2 + X 2 4- X) 2 - 4 X jA 
SBir Ijaben nun: 

sin 2 (ß — Tf)sra a (Tf — a)sin 2 (a— ß) = (.Ssinß sin7sin(ß — y)) 2 

= ^sin 2 ßsin 2 Tsin 2 (ß— 7)— 2,a2'sina 
sin (a — ß) sin (a — 7) 

= 2 sin 2 ß sin 2 ? — 2 sin 2 ß sin 2 7 
cos 2 (ß-7)-2{jL 2 (l-8X) 

= ja 2 (1 4- cot 2 a>) - 2jx 2 (l - 8 X) 

— ^sin 2 ß sin 2 ? cos 2 a 

— i2 sin 3 ß sin 3 7 cos ß cos 7. 

3)a <2sin 2 ß sin 2 7 cos 2 a = -5sin 2 ß sin 2 7 — -5sin 2 ß sin 2 7 sin 2 a 

= [x 2 (l 4- cot 2 a>) - 3[i 2 = ix 2 cot 2 a> - 2|x 2 ift, 
fo folgt: 

sin 2 (ß-7)sin 2 (7-a)sin 2 (ot-ß) = ji. 2 (l 4-cot 2 o>) - 2}i 2 (l - 8X) - 

jx 2 cot 2 ü) 4- 2 ja 2 

- 4X^ 2 -4X(14-X) 2 -4(/a 2 4-X 2 4-X) 2 
4- 16X/i 2 

= /* 2 (l 4-20X - 8X 2 -4^ 2 ) - 
4X(l4-X) 2 -4X 2 (l4-X) 2 

=-/i 2 (l 4- 20X-8X 2 -4^ 2 ) - 
4X(1 + X) 3 . 
Somit ftnbcn nur: 

(1 - 8X) 3 sin 2 ^ = 16sin 2 (3 - 7) sin 2 (7 - o) sin 2 (a - ß), alfo 

gin + 4 sin (ß - 7) sin (7 - «) sin (ex - ß) 

~ }/l-8X 3 

S)er gefugte SBCbftanb , toeldjer juglei$ ber £al6paratneter p ber 
Äiepertfdjen Sßarabet ift, ift nun rsin<J>, batjer 

, 4 r sin (ß — 7) sin (7 — a) sin (oc — ß) 

p ~ - yr^fp • 

2)urdj (Sinfüfiruttg ber SSScrte AF, BF, CF ober FF. u. f. ro. 

ergiefct fi$ au$ 

_ AF ■ BF • CF _ V -2FF. • FF„ • FF c 
P ~ 2i» ~~ ' r 
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B. Sie QWtibtl r tum ftityert. 

83. 3n*9h:. 60 3tnij..ift bcr SBcgriff bcr ifogonalen $erroanbtfd&aft 
erörtert unb gejeigt, bafc einer beliebigen ©eraben burdf) ifogonate 33cr= 
manbtfd&aft ein Äegelfd&nitt bur$ bie ©den be3 ©runbbretedS entfprid&t. 
3)em 83rocarbf$en 2>urd&nieffer wirb bafjer ebenfalte ein Äegetfd^nitt 
entsprechen, ber eine gleid&feitige igpperbcl fein muß, ba ber ®ur$meffer 
burdj) ben SJUttelpunft be3 UmfreifcS getjt. ©ie Ijeifjt bie Äiepertfd&e 
^pperbel unb ift von SSrocarb als bie fötjperbel r bejeid^net 3)iefelbe 
.ge^t na<$ bem, ma$ eben gefagt ift, burdf) bie SBinfelgegenpunfte ber 
fünfte be3 SSrocarbf^en £>ur$meffer& anbeut mir für biefe fünfte, 
fotoie bie ba3 ©ebilbe beftitnmenben fünfte bie SJejeid&nung 9lr. 1 u. ff. 
%nf). ju ©runbe legen, fönnen wir alfo folgenbe 2lu$fagen machen. SDie 
Äiepertfd&e ippperbel geljt burd) ba3 ÄoHineationScentrum S be3 ©runb* 
breiedS mit bem erflen 83rocarbfd)en ; bur$ ben ©d&nittpunft J ber 
SerbinbungSlinien ber ©den mit ben ©ptfcen ber glei^fd&enfligen 
Sreiede, bei benen ber Sßinfel an ber ©runblinie a> ift, bur$ bie 
@<$nittpunfte ber SSerbinbungSlinien ber ©den mit ben ©pifcen bcr 
gleid&feitigen Sreiede, bie über ben Seiten be£ ©runbbreiedä unb jmar 
nad) innen unb aufeen errietet werben; fie geljt audf) bur$ ben ©$mer= 
punft G unb bur$ $unft N von Zotty. 

©3 entfprid&t namlidfj bem fünfte S als 2Binfelgegeupunft ber 
*ßol T ber Srocarbfd&en Sinie L'L" in 93ejug auf ben 89rocarbf$en 
ÄreiS, ebenfo entfprid&t J bem 2Jttttelpunft E t>on L'L", G- bem ^unft 
L von Semoine, ben ©dfjnittpunften ber S3erbiubung8linien ber Mtn 
mit ben ©pifcen ber gleid&feüigeu 2)reiede bie ifobtjnamtfc^en ©entra. 
©3 entfprid^t enbttd^ bem fünfte t>on Xarrp ber Sßunft in ber Uneub= 
lid&feit auf bem SSrocarbfd&en SDurd&meffer. SSerbinbet man nämlidf) 
A mit N, fo ftnbet man, roeil N unb M im ©runbbreied unb im 
»rocarbfd&en £>reied entfpred&enbe fünfte finb, bafe A(BN) = L(B'M); 
e3 ift ferner LB' II AC, alfo ift bie ©egentranSüerfale t)on AN parallel 
ju ML, baljer ber SBinfelgegenpunft von N ber Sßunft in ber Unenb- 
licfcfeit von ML. 

84. 3roeite ©rjeugung ber Äiepertfdfjen iggperbel. 

2Jlan beu!e fid^ bie äfjnlic&en ^uuftreifjen y unb z auf ben 9Jlittel= 
fenfredjjten von AC unb Aß unb t>erbinbe entpred^enbe fünfte Y unb Z 
berfelben bej. mit B unb 0, bann beftimmen bie ©d^nittpunfte biefer 
©trat)lbüfd()el bie Äiepertfdfje ^perbeL — ßunäd&ft folgt, ba|3 biefe 
©traf)tbüfd&el projeftitrif^) finb, fo bafe biefelben, roeil fie ni$t loUinear 
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liegen, einen $egelf<$mitt erjeugen. Sie ©trafen BH unb CH (H her 
^ö^enfd&nittfunft) entfpred&en ftdO, beim fie geljen burd) bie Unenblicfc 
feitöpiuifte von y unb z, baf>er geljt ber bureb bie <2tra^lbüfd^el erjeugte 
Äegelfdf)nitt burdfc H. 2)a ftdp BY unb CZ ebeufo entf prec^en , too 
Y unb Z bie SDtittelpunfte von AC unb AB finb, fo getjt ber Äeget 
fdfjnitt aud& burc^ ben ©d&roerpunft G. ®6eufo ift leidet eiujufe^en, 
bafc er bur<$ A getjt, ber ^ierburdb erjeugte Äegelfd&nitt gel)t alfo burd) 
5 fünfte, burdj) roeld&c bie ifogonale Äurt>e be$ 83rocarbf<J?en 2)urd)= 
mefferS geljt; bafjer finb bie angegebenen Äuroen ibentif$. 

SBir lönntn l)iernacb folgenben ©a$ aussprechen. 

Sie ÄoHineationScentra be_5 ©runbbreiedte mit ben burdj) bie fünfte 
äljnli$er $unltreif)en auf ben Sölittel fetif redete 1 1 beftimmten 2)reiecfe XYZ 
bilben bie Äiepertfdjje Jgpperbel. 

3ft babei <? ber SBinfel an ber ©runblinie ber ätjnlicbeu SDreiedfe, 
beren ©pifcen bie (5<fen be3 SDreiecfö XYZ geben, fo ergiebt fidjj nadb 
bent S3eu>eife t>on 9tr. 11 Slnlj., bafc bie 2tbftanb8oerf)cittniffe be« 
ÄottineationScentrumS ber £reieäe ABC unb XYZ finb: 

1 1 1 

• _______________________ . • 

sin(a + <p) * sin(ß-f-cp) " sin (7 + 9)' 

Umgefe^rt alfo werben alle Sßunfte, welche von ben ©eiten biefe^ 
SDreiecfä biefe Stbftanbäoerljältniffe $aben, auf ber Äiepertfdjen £t)perbet 
liegen. 

pr ben ©d&toerpunft G ift 9 = 0, in ber 2$at ift 

GG a : GG b : GG C = —. — : —7 — ^r : — -. — . 

sin a sin p sin 7 

%ax ben Sßunft S Ijaben toir: 

1.1 1 



öö Ä I bfeb • öfe c = — r 



sin(a — a>) " sin (ß — o>) ' sin (7 — <o)' 

entfpred&enb bem Umftanbe, baf$ Jjicr ber SBinfel w na$ innen ange= 
tragen werben ntufc. 

pr bie SBinfetgegenpunfte D, D' ber ifobguamtfd&en ßentra, 
tyaben toir 

DD ft : DD b : DD C = ^ (a+6()0) : gin ^ ^^ : gin ^ + 6()0) . 

TYTY TYTY • TVIV 

c ~~ sin (a- 60°) : sin(ß-60") : sin(7~60 ft y 
Sie Stbftänbe be3 SJtittelpunfteS K beS SBrocarbfd&en SreifeS oon 

s. *■> u r w rcos(a— a>) rcos(ß— a>) rcos(Y — a>) _. , 

ben ©etten ftnb —7^ -, _ vr ^, _ vt 1; baber finb 

2cosa> ' 2 cos«) ' 2cosa> ' v ' 

bie äbftanbStoerfjältniife be3 SBinfelgegenpunfteS Q t)on ben ©eiten: 
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COS (a — a>) * COS (ß — a>) " fcos (? — a>) sin (a + 90° — cd) * 

1 1 

sin (ß ■+- 90° - cd) : sin fr + 90° - <o)* 

2)cr Sßunft roirb alfo erhalten, rotnn man über bcn Seiten be$ ©runb= 
breiecfö glei<$f$enflige S5reie<fe geid&net, bereu SSaftSroinfel 90° — a> ift. 
— 2)em SBinfel «> entfpridjt J als SBtnfelgegenpunft Bon E, bem 
•äJttttelpunfte x>on LTT, b. ty. bem Slbftanbe ber 83rocarbfd)en fünfte. 
Sem SBinfel <o - 90° entfprid)t enblt# ber *ßunft N. Sie SlbftanbS-- 
oerljaltniffe fiitb bem entfpred&enb : 

1 . 1 . 1 

sin (a + co - 90°) * sin (ß + to - 90°) * sin (? 4- cd - 90°) 

1 1 1 

— . • • ■ 

COS (a -T- co) ' COS (ß -h cd) cos fr -h cd)' 

roie es in 9tr. 20 Slnlj. nad)gerotefen ift. 

gür ben Sffiinfclgegenpuuft Q x>on N fjaben wir baljer bie 3lbftaubS= 
aerljältniffe cos(a -+- a>) : cos(ß -+- a>) : cos (7 ■+• a>). 

35a 2sina cos(a-+- <d) = ift, fo bebeutet bieS, bafe ber Sßunft in 
ber ttnenblid&feit ift. 

85. 2>er SWtttelpunft ber Äiepertfdjen ^perbel ift ber SDtittelpunft 
ber ©treäe jroifd&en bem £öljenf$nittpunft unb bem fünfte von %arvt). 

Sero. SDenfen mir uns N unb H (gig. 78) als bie ©nbpunfte 
eines 2)ur<$mefferS einer gleid&Jeitigen ^pperbel, bann wirb btefelbe 
burd> einen britten $unft befiimmt. 2)iefer Sßunft fei A. S)a nun 
N(BA) = 180° - t = H(AB) unb N(CA) = ß = 180° - H(OA) ift, 
fo liegen B unb (3Jtitinon>Sfi: bie gleichzeitige $t)perbel § 1. 8) auf 
biefer ißijpetbet. 3 ie ^ man nuu T E" II -A.H, roo H" ber ©d&mttpunft 
ber parallelen mit AN ift, bann ift AH"TM ein ftreifimered @S ift 
nämli* (BC, B'C) = M(AL) na$ »r. 72 Stit^.; ferner TH'-LBC, 
H"N-LB'0', alfo H"(NT) = (BC, B'C') = M(AL) ober H"(AT)4- 
M(AT) = 180°. 

®a nun TM II HS unb TH" II AH ift, fo ift T(H"M) = H(AS), 
alfo A(H"M) + H(AS) = 180°, fomit au* 
N(AS) 4- H(AS) = 180°. 

S)emna<$ liegt aud& S auf ber eben beftimmten £gperbel, bie nun 
feine anbere als bie Äiepertfdje §t>perbel fein fann. 

86. SDie ©imfonfd&en ©eraben ber (Snbpunfte eines ©urdmtefferS 
ftnb bie 2lft)tnptoten einer gleichzeitigen ippperbel, meldte bur<$ bie ©den 
beS ©reieäs gel)t. 
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Sern. (SS fei ABO (gtg. 79) ein beliebiges $reieä, DE ein 
35urdfjmeffer beS UmfreifeS mit bem äftittelpunft M. 2)enfen mir uns 
ben 2)ur<$meffer DE als eine ©erabe, ju ber bie ifogonale Äuroe 
gefugt werben foH, fo entfpredjjen ben fünften D unb E fünfte in 
ber ttnenblid&feit, fie geben uns alfo bie 9Ud)tungen ber Slfijmptoten 
ber betreffenben Jgijperbel. S)a nun bie ©imfonfd&en ©eraben ber 
fünfte D unb E fenfred^t ju ben Stiftungen finb, welche als ®egen= 
punfte ju ben fünften D unb E gelten, fo ift Mar, baf$ bie ©imfon= 
fc$en ©eraben ber fünfte D unb E ben Slfymptoten ber §pperbel 
parallel finb. S)ie Sote von D auf BC unb AC mögen biefe 
©eraben in J unb U treffen, bann ifi JU bie ©imfonfdfje ©erabe von 

D. Verlängern mir DJ bis jum Umfreife in K, fo ift AK II Jü; 
baS Sot oon B auf AK treffe biefe ©erabe in L, bann ift bie ©erabe 
JL parallel AC; benn ba BL.L AK, BJ -LDK, fo ift LK bie 
©imfonf<J)e ©erabe von B in 93ejug auf AKD unb AC bie parallele 
baju. (Sine igpperbel ift bur$ ABC unb bie Sebingung, bafj JU 
Slfymptote fein foH, beftimmt. 3Jiittelft beS *ßaScalf<$en ©afceS läfct fid^ 
bann beftimmen, in meinem fünfte bie ©erabe BL bie ^tjperbel gum 
jmeiten 2ftale trifft. SDie ©den 1 unb 2 eines ©ed^SeäS ber ^perbel mögen 
mit bem llnenblidj)feitSpunfte von JU jufammenfallen, A fei bie (Säe 
3, C bie (Säe 4, B bie (Säe 5, ber jroeite ©djnittpunft auf BL bie 
(Säe 6. (SS ift bann J ber *ßunft (12-45), L ber *ßunft (23—56), 
enblid> (34-61) ein Sßunft auf AC; ba aber JL II AC ift, fo ift 
biefer Sßunft in ber Unenblidjfeü; bann aber mufc au$ 6 in ber ttn* 
enblid&fett angenommen roerben; beSljalb mufj bie jroeite 2lfijmptoten= 
rid^tung parallel BL fein, b. I). parallel ber ©imfonfd&en ©eraben burdfj 

E. 3)ie beiben 3lfpmptoten muffen ftdf) nun auf bem gteuerbad&fd&en 
Äreife fd&neiben, ba berfelbe ber geometrifdjje Ort für bie 3Jtittelpunfte 
aller gleichzeitigen ^perbeln bur# bie (Säen beS SDreieäS ift. 35a 
bie ©imfonfd&e ©erabe burdj E bie bem fünfte D entfpredfjenbe ©imfon* 
fd&e ©erabe auf bem geuerba<$f$en Äreife fdjneibet, fo ift alfo au<$ 
bie ©imfonfdjje ©erabe ju E eine Sttfymptote ber DE entfpred)enben 
§9perbel. 

87. 3Me ©eraben, auf benen bie ©pi|en äl)nli<$er gleidjjfctyenfliger 
S)reieäe über ben ©eiten liegen, finb gemeinfame Tangenten ber 
Sßarabeln oon 2lrfct, meldte bur<$ bie äljnlidfjen $unf treiben auf ben 
9Jttttelfenfred&ten ber ©eiten erzeugt werben. S)iefel6en finb jugleidj) bie 
Halbierungslinien ber SBinfel, roeldje bur$ bie SJerbinbungSlinien beS 
©d)roerpunfts mit einer (Säe beS ©runbbreieäs unb mit ber entfpred&en- 
ben beS erften SBrocarbfcfjen ©reieäs gebilbet roerben. 



— 177 — 

33en>. S)a bie ©eraben entfpredjjenbe fünfte ber Sßunf treiben auf 
bcn 5JDlitteIfcnfrcc^ten serbinben, fo ftnb fie Tangenten ber angegebenen 
Sßarabeln. 2)ie SBinfcl an ber SaftS ber jugefjörigen gletdjtfd&enfligen 
S)reiecte ftnb burefc bte ©leid&ung sin (2 9 -+• a>) = 2sina> befttmmt. 2lu3 
berfelben folgt; 

cot 2 <p -+• 2cota> cot? + 3 = 0. 

©inb cot fjb unb cot v bie SBurjcln biefer ©teid^ung, fo ergiebt fid) 
leidet cot p + cot v = 2 cot <o. 

93ejeid&nen wir nun mit X^ unb X» bie ©pifcen ber entfpredjenben 
glei$fd()enfligen ©reieefe über BC, fo folgt au3 ber legten ©leid&ung, 
bafc X A' burdf) X^X* Jjarmonifdj) geteilt wirb, roo Xo unb A' bte 
belannte Sebeutung Ijaben. 

SRan erhält baljer am ©^kuerpunft ba$ Ijarmonifdfje ©trat)len= 
büfd&el G(X A'X,,Xv). $a nun G(X^Xv) = 90° ift, fo muffen GX A 
unb GXv bie SBmfel ber ©trafen GXq unb GA' ober GA unb GA' 
halbieren. 

Sem. 2)a ba3 3)reied ABO feinem erfien 93rocarbfd&en SDreied 
A'B'C äfmlicty ift, aber gegenroenbig liegt, fo muffen entfpred&enbe ®e= 
tabe SBinfel btlben, bereu Jßalbierungälinien parallel finb. 68 ent= 
fpred&en ft# GA unb GA', GB unb, GB', GO nnb GC, ba^er 
muffen bie Halbierungslinien ber SBinfel G(AA'), G(BB'), G(CC') 
biefelben fein. S^nen muffen parallel fein bie Halbierungslinien ber 
SBinfel (BC, B'C), (CA, CA'), (AB, A'B'). 

88. S)ie 3lft;mptoten ber Ätepertfdfjen £tjperbel finb ben gemein- 
famen Tangenten ber Sßarabelu von Slrjt, meldte burd) bie ctynlid&en 
Sßunftreifjen auf ben 3Jtittelfenfre$ten ber ©eiten erjeugt werben, parallel. 

SDer SeroeiS folgt leidet au3 bem Seroetfe beS ©afceS Sit. 51. äfol). 
^ier ift nad&getmefen, bafj biefe Tangenten parallel ben ©imfonfdOen 
©eraben ber fünfte be3 UmfreifeS finb, in meinem berfelbe uom 
S3rocarbfdf)en 5)urdbmeffer gefd&nitten wirb. 9ta<$ 9tr. 86 äfalj. finb 
aber biefe ©imfonfdOen ©eraben bie Slftjmptoten ber Äiepertfdjen igpperbel. 

$9. SDie SSerbinbungSlinien beS fünftes von %axx^ mit ben 
^d&nittpunften be3 Srocarbfdjen 35ur$meffer£ unb beS UmfreifeS ftnb 
ben Slfymptoten ber Äiepertfdjen Hyperbel parallel. 

»ero. @3 feien Q' unb Q" (fjtg. 70) bie ©dfjnittpunfte be3 S5ro= 
carbfd&en S)ur$meffer3 mit bem Umfreife unb 0/ u. f. xo. bie gufrpunfte 
ber Sote auf bie ©eiten, alfo ß Ä 'Q b 'Q c ' ober f bie ©imfonfd&e ©erabe 
Don ß'. 9lun wirb BLQ' burdf) f halbiert, ebenfo HN, ba jeber SDurcfc 
tneffer einer ^gperbel burdf) eine Slfpmptote halbiert nrirb, e3 mu& alfo 

SB. ftu^rmann, ©gntyetiföe Sero elf e. 12 
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NQ' II f fein. 9tatürli$ ijl NQ" ber ©tmfonfdjen (Seraben »on Q' T 
parallel. 

190. 2>ie SBinfet, meldte bie Seiten be3 89rocarbfd&en 2>reie<fö mit 
ben etttfpredjenben be§ ©runbbretedfö bilben, finb burd; bie gormein 
gegeben: 

sin (8 - i) sina)^ 

T sina |1— 4sm 2 <o' 

sin (7 — a) • sin a> 
^"~~ sinß • ]/ 1—4 sin 2 «/ 

sin (a — ß) • sin <o 

sin cpy = -: I/ TT "-"" 2"' 
T * sm7 • y 1— 4sm 2 a> 

Sero, galten wir bie alte 83ejeid)nung fefi, finb alfo A',B',C bie 
(Säen be8 erften Srocarbftyen 2)reie<f3, fo ergiebt ftd) 

B'B' a : B'B' b = sin (7 - u>) : sin a> 
B'B' b : B'B' C = sin a> : sin («-«), alfo 
B'B ft ' : B'B' b : B'B' = sin (7 - a>) : sin a> : sin (a - a») = 
sin 3 7 : sin a sin ß sin 7 : sin 3 a. 

2öir fönnen baljer fe|en: 
B'B' a = \ sin 3 7, B'B' b = X sin a sin ß sin 7, B'B' C = \ sin 3 a. 

2)ie3 giebt: 
\ (sin a sin 3 7 -+- sin a sin 2 ß sin 7 + sin 7 sin 3 a) = 2r sin a sin ß sin 7 
ober \ sin a sin y (sin 2 a -+- sin 2 ß -+- sin 2 Y) = 2r sin a sin ß sin y, 

ober X = — — — . — - alfo 
sin a sin y 

B , rtg«rin' T eMo , c , _ rtg<o S in'ß 

sina ' sma ' 

alfo C'ff. - B'B'. = rtg<o( S in'ß-sin» T ) sin _ 

' sma ° vr |y 

gerner ift B'C" = r sin a j/ 1— 3 tg 2 <o , alfo 

0^- B'B'a __ tga>sin(ß~Y) sin (ß - y) sin a> 

Sin CPa — öTTv — : , — = ,, 

a( -> sinai/l-3tg 2 «) sina yi- 4 sin 2 »' 

@3 ift no$ yi-4sin 2 «o. = ]/i2i^ = . ( } ~ g7) 

COS (ü u- / \ " 



, , v. sin(ß — y) sin([x — v) 
baper audp sm cp a = ¥- — — : V 



sm a sm o) 
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91. £>ie ifogonale ßuroe ber ©eraben von Semoine ift bie ©tttpfc, 
bic bur$ bic gäen be§ SDreiedfe geljt unb ben ©d&roerpunft be3 2)reie<fö 
jum 2Jitttelpunft tyat. 

# 

Sero. 3um Semetfe benu|en mir bic ©genfdjaften bcr ©tjm-- 

mebianen, toie fie in 0tr. 105 ff. angegeben finb. €s fei alfo (gig. 80) 

ABO t>a3 SDreicd; bie Tangenten an ben UmfreiS mögen bie @egen= 

feiten in X, Y, Z treffen, bie Sßole ber Seiten feien aber U, V, W; 

ferner mögen bie ©tjmmebianen ben UmfreiS in A', B', C treffen, bie 

©erabe von Semoine in ü', V, W, fo bafe X, Y, Z, ü', V, W auf 

berfelben ©eraben liegen, tit mir ber Äürje falber mit 1 bejeidjiien 

motten, bereu Sßol L ift. SDic 2JUttelpunftc ber Seiten feien enblidj) 

X , Y , Z . 9tad& ben angegebenen ©ä|en liegen BC'U', CB'Ü' n. f. f. 

in einer ©eraben; ebenfo XJBWY u. f. f. ®ie ©tjmmebiane bei A 

möge ben Sßinfet a in a, unb a 2 teilen, ebenfo bie ©tjmmebiane bei B 

ben SBinfet ß in ß, unb ß 2 unb bie ©pmmebiane bei C ben SBintel 7 

in 7, unb y 2 , fo bafc audb A(CX ) = a, = A(LB), A(X B) = a 2 = 

A(LC) u. f. m. ifl. 9Jlan jiefje nun AX unb verlängere biefe Säuge 
AX 

um -g-S bi« A", bann ift BA" II CZ , alfo ß(A"C) = C(BZ ) = 

T 2 == B(AC') ift, ba aber BC'U' in einer ©eraben liegen, fo finb BA" 
unb Bü' ©egentranäoerfalen; ebenfo CA" unb Cü', alfo finb A" unb 
U' 2Binfelgegenpunfte. »efiimmt man B" unb C" analog A", fo finb 
aufy B" unb C" SBinfelgegenpunfte von V unb W, alfo gehören 
A", B", C" ber ju 1 gehörigen ifogonalen fiuroe an. SDa biefelbe 
burd) A unb A", B unb B", C unb C" geljt, unb ber ©d&merpunft G 
be3 Sreiedfe ABO ber 3Jtittelpunft von AA", BB", CO" ift, fo ift 
bie angegebene (SHipfe in ber X^at bie ifogouate Äurce ju 1. ©ie 
mirb als ©Ilipfe t>on ©teiner bejeid^net. 

92. 3)er gemeinf$aftli$e Sßunft jroif$en ber (SIlipfe oon ©teiner 
unb bem Umfreife ift ber ©egenpunft bc£ SßunfteS von %axu) auf bem 
Umfreife. 3)erfelbe mirb als Sßunft von ©teiner bejeid&net. 

33 em. 2)er Steinernen Sffipfe entfpridjjt bur$ ifogonale 3?ermanbt= 
d^aft bie ©erabe 1 von Semoine, bem Umfreife bie ©erabe in ber 
ttnenbli^feit. Um alfo ben ©c^nittpunft ber ©teinerfd&en @Hipfe mit 
bem Umfreife ju beftimmen, bärfen mir nur ben SBinfelgegenpunft be3 
Uneublirf)feit3punfte£ ber ©eraben 1 fudjeu. @3 ift nun 1 fenfredjt jum 
$rocarbf<$en 2)ur$meffer ML (gig. 70). gälten mir baljer t)on A 
bag Sot ML unb jietyen bie @egentran£t)erfale, fo fd&neibet biefe ben 
UmfreiS in bem gemeinfdjaftlid&en fünfte R ober umgefeljrt, t>erbinben 
mir ben jmeiten ©nbpunft R be£ 2)urd>mefferS burty N mit A unb 

12* 
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fällen von A baS Sot auf ML, fo ifi nur ju aeigen, baß biefe beiben 
Oeraben ©egentranSnerfalen finb. 9hm ifl AR II B'C, alfo (AR, BC) 
= (BC, B'C) = M(AL) - <?a. trifft alfo baS fiot t>on A auf ML 
ben Ärei* in R', fo ift au$ arc (AR') = <p a ; ba A(RC) = t-<P* 
ift, fo audjj A(BR') = T " ?«/ bafcer AR' unb AR ©egentran3= 
t>erfaletu 

93. S)ie Sld&fen ber (SHipfe von Steiner ftnb bie gemeinfd&aftlid&en 
Tangenten ber burdjj bie äljnlid&en Sßunftreiljen auf ben aJUttelfenfred&ten 
erjeugten Parabeln oon Srfct. 

Sero. S)a ABCR bie Sßunfte finb, in welken ber ttmfrete bie 
(Sttipfe t)on ©teiner fd&neibet, fo erhält man bie Stiftungen ber Sldtfen, 
wenn man bie SBinfel halbiert, meldte 2 gemeinfd&aftlid&e ©eignen bilben, 
t>on benen jebe burd& 2 anbere Sßunfte ge^t; man barf alfo nur bie 
SBinfel ber ®eraben AR unb BO halbieren. 3)a aber (AR, BO) = 
(B'C, BC) ift, fo tonn man ftatt heften aud& ben SBinfel (BC, B'C) 
unb beffen 9tebenn>infel halbieren. S)ie Halbierungslinien biefer SBinfel 
finb aber (9tr. 87 u. 88 2tnl).) ben gemeinfd^aftlid&en Tangenten ber 
Sßarabeln von 2lr|t parallel. S)a biefe bur$ ben ©<$n>erpunft, alfo 
burd[> ben SJhttelpunft ber (Sllipfe von ©teiner geljen, fo finb e$ bie 
2W)fen felbft. 

94. S)ie fünfte ber Äiepertfdben Jß^perbel, bei benen bie SlbftanbS-- 

t>erbälfniffe .-, -— . : -t—t-^- — r : . , , — r ftdb burdb ba$ 
v * " sin (a -+-<?) sin(ß-l-<p) ßin(y-f-<p) ' ^ ^ 

3ei$en be3 SBinfete <p unterf Reiben, liegen jum iQö^enfdjjnittpunft unb 

©d&roerpunft Ijarmonifdjr, b. % uerbinbet man einen beliebigen Sßunft 

ber §t)perbel mit ben angegebenen 4 fünften, fo erhält man ein 

Ijarmonifd&ea ©traljlenbüfdjjel. 

S3ero. ©inb X unb X' bie ©pifcen jroeier gleid&fd&enfligen S5reiedfc 
mit bem SBinfel 9 an ber Orunblinie, fo gel)t AX bur$ ben einen 
Sßunft, ben mir mit D bejeid&nen, unb AX' burd& ben anbern Sßunft D' 
ber Äiepertfdfjen ^gperbel von ber verlangten ©genfc&aft. 3ft nun X 
ber SKittelpunft von BC unb X«> ber ttnenblidfrfeit&puuft ber OJtittel-- 
fenfrec&ten, fo ift (XqXooXX') $armomfd&, alfo auä) A(GHDD'), ba 
biefe ©trafen burd& jene fünfte geljen. 

Sern. 2113 fold&e fünfte finb ju bejeid^nen (gig. 70) S unb J, 
bie SBinfelgegenpunfte ber ifobgnamifd&en ßentra, femer N unb Q, roo 
Q ber SBinfelgegenpunft beS 2Kittelpunft3 K x>om SJrocarbfd&en Äreife 
ift. S)a nämlid^ bie 3lbftanb3t>erl)ältniife von K finb: 

cos (a — a>) : cos (p — a>) : cos (7 — a>), fo ftnb bie x>on Q: 
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cos (a + o)) * cos (ß + a>) * cos (y + a>)' 

95. 3ft F ber 2ftittelpunft beS geuerba*f*en ÄreifeS, fo liegen 
N, J, F in einer ©eraben. 

SSero. (gig. 70). A(A'Aa>M a H) ober A(SJGH) fyxrmonif*, alfo 
au* N(SJGH), ebenfo N(MFGH), ba (MFGH) f>armonif* ifl. $a 
NM bie ©erabe NS ift, fo au* NF bie ©erabe NJ, b. f). N, J, F 
liegen in einer ©eraben. 

96. GQ II SH. 

»eto. man teile HE in Q' fo, bafe HQ' : Q'E - 2 : 1 ift. ®3 ift 
nun HH a = 2 r cos ß- cos ?, EE Ä = r sin a> sin (a ■+• a>) (9fr. 13 3tn^.), 

folgli* 

Q'Q'a = I r cos ß cos t + § r sin o> sin (a -+- a>) 

= £ r { cos (ß — i) — cos a -+- cos a — cos (a ■+• 2a>) } 
= § r cos (ß — «>) cos (7 — a>). 

rtv xztt x r . • x \ r COS (a — a>) .„ . 

2)a KK a = ^r- (cos a + sin a tg a>) = ^ '— tft, fo er* 

2 ' cos a> ' ' 

giebt fi*, ba& K unb Q' SBinfelgegenpunfte ftnb ober aber Q r ifl ber 

sßunft Q. S)a nun HE in Q unb HM in G na* bem 3Serf)ältniffe 

2:1 geteilt n>trb, fo ift GQ II ME II SH. 

97. G, K, N liegen in einer ©eraben. 

53 eto. GK unb GM ftnb entfpre*enb liegenbe ©erabe ber äfin* 
li*en ©reiedfe. A'B'C unb ABO, ebenfo aber GM unb GN, ba N 
bie Sage ju ABC $at, n>ie M ju ABC. @3 mu& alfo G(KM) = 
G(MN) fein; ba nun bie 3)reieäe gegenroenbtg liegen, fo muf$ GK ber 
Sage na* GN fein, ober G, K, N liegen in einer ©eraben. 

98. LG unb LH ftnb Tangenten ber Äiepertf*en $gperbel. 

33eu>. G(GHNQ) ift ein f>armonif*e3 S3üf*el, wobei GG natür-- 
ü* bie $fti*tung ber Tangente in G angiebt, ober au* G(GMNQ) 
tyarmonif*. gerner ift G(LMKQ) ^armouif*, ba ML bur* K 
halbiert ifl unb GQ II LM (Sffr. 96 2lnf>.) ift. Sa GK bie ©erabe GN 
ifl, fo mufc GG bie ©erabe GL fein, b. f). GL ifl Tangente. 
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©3 fei ferner W ber SDhttelpunft dou NH, alfo du$ ber Kiepert; 
f$en ^pperbet. Wlan halbiere nun GH in M , bann ift LM II GK 
ober LM IING. 9hm ift HM = M G, HW = WN, alfo ift 
WM II NG, bafjer gef>t M L bureb W. SSerbinbet man nun ben 
Mittelpunkt einer ©efme eines Äegelfd&nittö mit bem üDftttelpunft be& 
felben, fo gef)t bie 23erbinbung3linie iura) ben Sßol ber ©etjne, alfo 
M W gellt burd) ben 5ßol t)on GH; ebenfo muft GL bureb ben 5ßol 
getjen; ba fieb bie Sinien in L fcl;neiben, fo ift L ber $ol t>on GH. 

99. H, J, K liegen in einer ©eraben. 

Sero. H(HGJS) ift $armonifd&, ebenfo H(LMKS), es ift aber 
HH ber ©traltf HL unb HG ber ©tra$l HM, alfo mufe HJ mit 
HK jufammenf allen. 

100. Q, F, S liegen in einer ©eraben. 

Seit). QG = | EM, an* QG II EM, EM = \ SH, alfo 
QG - \ SH. 2)a QG II SH ift, fo müffeu fieb QS unb GH 
in bem äSertjältnte 1 : 3 fdbneibeu. GH wirb in F \\aä) bem SSer- 
fjältnte 1 : 3 geteilt, alfo aud) QS, rcelcbe3 fomit burd; F gellt. 

101. M, J, Q liegen in einer ©eraben. 

Sero. Q(HGJS) ift Ijarmouifcb, ebenfo Q(HGMF); ba nun QS 
unb QF pfammcnfallen, fo aueb QJ uub QM. 

102. G, J, T liegen in einer ©eraben. 

Sem. <£* fei F' ber ©dmittpunft t)on ML mit NF; e3 ift bann 
J(F'MTK) Ijarmonifcb; benn N(F'MTK) = N(FMHG) Ijarmonifcb; 
ebenfo J(NQGH) Ijarmonifd). 9hm ift JF' mit JN, JM mit JQ, 
JH mit JK ibentifd), alfo audj JT mit JG. 

103. (& fdjneiben ftcb MH, ST, EJ in einem fünfte P. 

Sem. MHunb ST mögen ftcb in P febneibeu; mir erhalten bann 
baä üottftänbige Sierfeit ber (Seiten PGM, MEF, SGE, PST mit 
ben ©den P, G, M, E, S, T. ß§ fei N' ber ©djnittpunft üon TG 
mit NM, bann ift N(N'JGT) Ijarmonifcl;, benn N(MFGH) ift ljar= 
mouifd) unb biefc ©trafen finb ibentifcb mit ben ©trauten Don 
N(N'JGT), alfo aud; M(N'JGT) ober M(SJGT), ba^er mufe MJ 
eine diagonale beä angegebenen üollftänbigen 33ierfeif£ fein; eine 
SDiagonale ift TG, roelcbe burd) J geljt, e£ mufj baljer J einer ber 
©ebuittpunfte ber diagonalen beä 33ierfeit£ fein; e3 mufc alfo EP burdj 
J ober EJ burd) P geljen. 

104. 3>ie fünfte E, J, P, R liegen in einer ©eraben §armonif$. 
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Sern, man bereitet leidet MT «. J cos 2 "» V 1 - 3 tg 2 <o , 

^ cos 2 o) 

™ m 2r sin 2 o> cos 2 w i/l — 3tg 2 «) rr MT 1 

ET = -* 2 — / Q [f — 



cos2o> ' ' ET 2sin 2 o>* 

Saffen wir nun SDreieä MSE burcfc TG fdjneiben, fo wirb ME 
in T, SE in G, MS in N' (Sir. 103 SfoljO gef djnitten ; e$ tfi alfo 
MT EG SN' , w . EG 
BT * "ÖS" • Nu " ^ aIf ° ba GS = * tft ' 

SN' . . 
v)u = 4sin-a>. 

NM 

3Jlan erbält ferner MR : SR = 1 : 1 = cos a> : 2 sin a> • 

' COS ü> 

sin 2 a> 
= 1:4 sin 2 o>. 

Stauer wirb MS burd) N'R Ijarmonifd) geteilt. 9hm ftnb MS, 
EP, TG bie diagonalen in bem t>ottftänbigen SSierfeit mit ben ©den 
P, G, M,E, 8, T; baljer mufc bie SDiagonale EP burd) R gef)en unb 
EP burd) JR Ijarmonifdj geteilt werben. 

105. R, G, W liegen in einer (Seraben. 

Seit). 3m SJretcdf HNR ift HM ©djtoerlinie unb ba HM inG 
tiadb bem aSer^ältntö 2 : 1 geteilt wirb , f o tft G ©cfywerpunft. S)a 
mm RW Scbwerlime im SDreiecf HNR ift, fo liegen R, G, W in 
einer ©eraben. 

106. trifft ber parallel bem 33rocarbfc§en 2)urdjmtejfer gelegte 
^urdjmeffer be3 geuerbac&fd&en Äreifeä biefen ilrete in Q' unb Q", fo 
finb bie SSerbinbungSlinien biefer fünfte mit bem 3Jttttelpun?t ber 
Äiepertf^en ippperbel bie Sttfymptoten berfelben. 

Sern. H ift ber chtfcere S!tynlid)feit3punft uom Umfretö unb geuer= 
fea$fdben Äreiä, bal)er entfpred&en ft$ bie fünfte Q' unb ß', fowie Q" 
unb ß", wo ß' bie ©d)nittpunfte von ML mit bem Umf reife finb; alfo 
mu& Hß' in Q' halbiert werben, ebenfo Hß" in Q". 3tun ift W ber 
3JUttelpunft von HN, alfo Nß' II WQ'; ba Nß' einer 2lfomptote ber 
Äiepertfd&en §t)perbel parallel ift unb W ber 3Jlittelpunft ber §9perbel 
ift, fo ift WQ' bie Stfijtnptote felbft. 

107. Segt man burd) ben 3JUttelpunft be3 Umfreife3 eine ©efante, 
weld>e bie Äiepertfctye §t)perbel in itn fünften D unb A fd)neibet, fo 
werben bie SSerbiubungSlimen ber (Sdcn beä ©runbbreieäs mit ben §t)= 
perbelpunften D unb A auf ben 2Jtittelfenfrec|>ten fünfte bestimmen, 
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roeldöc bie ©pi|en ctynlid&er gleidfjfd&enfliger SDreiedfe finb. SDiefe ©pi|en 
geben bann 2 ©reiedfe, bie mit bem ©runbbreieä foHinear, au<$ unter* 
einanber foHinear finb unb jroar f)aben je 2 biefelbe Äottineation3ad()fe. 
33en>. 2)er erfte Seil be3 ©afceS ergiebt ftd) fofort au3 ber jroeiteit 
@ntfte^>ung ber Äiepertfd&en £pperbel. @3 feien nun (gtg. 81) X, Y, Z 
©pi|en ber gletd&fd&enHigen 2)reiedfe, bie bureb D beftimmt werben unb 
6, >), C bie ©pi|en beS jroeiten ©pftemS, fo bafe fid& AX, BY, CZ in 
D, AS, Byj, CC in A fdfonetben; ferner mögen ftcb BC unb YZ in 31, 
CA unb ZX in SB, AB unb XY in © fdjneiben. 93etra$ten mir 
nun bie 2)reiedfe BY>) unb CZC, fo finben mir leidet, bafc fte foffinear 
finb; e3 fd&neiben fidb nämtid) Yy unb ZC im ajftttelpunft M be3 Um* 
freifeS, BY unb CZ in D, Btj unb CC in A, fo bafc MDA bie 
ÄoHineationäaye ift. 3)a^er muffen fid^ audlj BC, YZ unb >jC in einem 
fünfte fdbneiben, b. §. in 21; ebenfo fd(meiben ftd^ natürlich CA, ZX, CS 
in SB, AB, XY, fy in <S. 

108. SBenn man über ben ©eiteu eines ©reiedfe 2 ©pfieme ä^n- 
lid&er gleid&fd&enfliger 35reieäe fonftruiert, fo bafe bie entfpredjjenben 
SBinfel an ber ©runblinie in ben ©tjftemen ft<$ ju 90° ergänjen, fo 
fdfjneiben ftd& bie 3Serbinbung3Ünien ber (Sdfen be3 ©runbbreiedte mit 
ben entfpred&enben ©pi|en ber beiben ©pfteme in 2 Sßunften ber 
Äicpertfc^en £t)perbel, bie mit bem 3Jiittelpunft be3 UmfreifeS Dom 
©runbbreieä in einer ©eraben liegen. 

Sem. S)ie ©pifcen ber gleid&fd&enfligen ©reieäe über ben ©eiten, 
roeldjje be&. ben SBinfeln 9 unb 90° — 9 entfpred&en, feien X, Y, Z 
unb X", Y", Z"; wenn ft$ bann AX, BY, CZ in D, AX", BY", 
CZ" in D" fd&neiben, fo ift: 

ArvurrFTi — sinA(YY")sin A(MB) _ cos 2 9 cos y 

^ j " sin A(YM) sia A(B Y") cos (a + 9) cos (ß 4- 9)' 

2)iefer SluSbrucf bleibt bur<$ SSertauf^ung von a mit ß ungeänbert; 
batyer 

B(X"MXA) cos2 ?_cos Y = A ( Y "MYB). 

v ' cos (a 4- 9) cos (p 4- 9) 

3ft aifo g ber ©d^nittpunft von AB mit MY unb © ber t>on 
AB mit MX, fo folgt, »eil (X"MX©) = (Y"MYg) ift, 

au* B(Y"MY$) = A(X"MX©). 

SDa fi$ A© unb Bg felbft entfpred&en, fo muffen bie ©djmittpunfte 
ber anbeten ©trafen in einer ©eraben liegen, b. 1). AX" unb BY", 
AM unb BM, AX unb BY fd&neiben fi$ in fünften einer ©eraben, 
b. Ij. D", M, D liegen in einer ©eraben. 3>n SSerbinbung mit bem 
©afc in Str. 107 än$. folgt, bafc Sßunft D" ber Sßunft A ift, fo bafc 
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I)ier bie nähere Sejie^ung ber Sßunfte D unb A fefigeftettt ifl, weld&e 
mit M in einer ©eraben liegen. Stemmen mir für 9 ben Sßinfel w an, 
fo erhalten wir bie Sßunfte 8 unb N (gig. 70), b. I). baS Äollineatton3= 
centrum be3 ©runbbreiedS mit bem erften 33rocarbfdj)en 2)reied, 
unb ben Sßunft von %am). ©in ctynlid&eS ©tjftem ift M, J, Q 
unb M, G, H. 

89 em. 2)ie 2)reiede mit ben ©pifcen ber ctynlid&en gleid&fd&enfligen 
2>reiede als ©den fotten ßiepertfclje 2)reiede Reiften. 

109. gei^net man über ben Seiten be3 SDreiedä ABC 2 ©^fteme 
Sfyxlxfyix gleidjjfdljenlliger SDreiede, von benen baS eine ©tjftem mit bem 
©runbbreied in bemfelben glädfcenteil, ba3 anbere im entgegengefefcten 
glädjenteil liegt, unb uerbinbet bie Gtäm be£ ©runbbreiedS mit ben 
entfpredjjenben ©pi|en ber gleidjtfd&enfligen SDreiede beiber ©^fietne , fo 
fdjjneiben ftd& biefe 33erbinbung3linien in 2 fünften ber $iepertfd&en 
§tjperbet, welche mit bem fünfte von Semoine in einer ©eraben liegen. 

Sem. SDa L, ber Sßunft von Semoine, ber $ol ber ©ulerfdfjen @e= 
raben ift, fo roirb jebe burdfc L gelegte ©efante bie ippperbel in 2 fünften 
treffen, tüddbe mit ben fünften G unb H ein fyarmomfdjeS SSiered be= 
ftimmen, umgefefyrt aucb, alle fünfte ber Äiepertfc&en ^^perbel, roeläje 
mit GH ein §armonif$e3 SSiered beftimmen, gefyen bur$ ben ^JunEt 
von Semoine. ©inb nun X unb X' bie ©pifcen non 2 gleidtfdjenfligen 
fongruenten SDreieden über BC unb ift X ber Sftittelpunft t>on BC, 
alfo au* von XX', fo ift A(XX'X H) fjarmonif*; nun gef)t AX 
burdfc G, AX unb AX' fdjmeiben bie Äiepertfd&en £pperbel in ben 
fünften D unb D', bie bem ©a$e entfpredben, bie alfo mit G unb H 
ein ^armotrifcfyeS SSiered bilben; ba^er ge^t DD' burdj) L. 

35 em. ©otöje fünfte finb 8 unb J, N unb Q, ebeufo bie SBinfel 
gegenpunfte ber ifobtjnamifd&en ßentra. SSon mand&en biefer fünfte 
läfet ftd& natürlich ber Semete auf anbere Sßeife führen. 

3. ». EM II HS, au* EM = 4- HS; verlängert man alfo HE 
(gig. 70), bis eS SM in ß fd&neibet, fo ift HE = EÄ, e3 ift alfo 
(HEQÄ) l)armonifd&, alfo audb N(HEQÄ); ebenfo au* N(TELM); 
ba NH mit NT, NM mit NÄ übereinftimmt, NE gemeinf$aftlid& ift, 
fo mufe NL mit NQ übereinstimmen, b. §. N unb Q liegen mit L in 
einer ©eraben. 

110. SDie 3ftittelpunfte be3 UmfreifeS unb beä geuerbadfjfd&eu ÄreifeS 
bilben mit bem fünfte von Semoine ein liarmonifd&es Tripel in SSejug 
auf bie Äiepertfdjje ^pperbel. 

33 em. L ifl ber Sßol nou HG; ba HG aber bur<i> MF §ar* 
monifcb geteilt ift, fo bilben LMP ein Ijarmonifd&eS Tripel. 
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111. 3et<$net man über ben Seiten beS 35reiedf3 ABO 2 fotd^c 
©tjfteme äljnlid&er gtcid^fc^enfliger 35reiedfe, bafe 2 anfto&eube ©eiten biefer 
SDreiedfe über bcrfelben ©eite be8 ©runbbreiedfö fenfredOt aufeinanber flehen, 
fo fd^neiben ft<$ bie SSerbinbungSlinien ber @äen mit ben entfprecfyenben 
©pi|en ber gleid;f$enfligen ©reiedfe beiber ©pfteme in 2 fünften ber 
Äiepertfd&en ^pperbel, bie mit. bem 2Jiittelpunfte be3 geuerbadfjfd&en 
ÄreifeS in einer ©eraben liegen. 

33ero. 2)ie Sejeid&nung ift bie geroitynlidjje (gig. 81). 2Bir motten 
über BC 4 gteid&fdj)enflige 2)reieäe jeid^ten, je 2 über bemfelben giädjjen-- 
teile, fo bafc je 2 babei in ben verriebenen gläd&enteilen fongrueut finb; 
bie SBinlel an ber Safte ber 2)retec£e über benfelben glad;enteilen er= 
gäujeu fic& ju 90°; finb aifo X, S, X' £' bie ©pifcen, fo ift B(XC) = 
B(CX') = ? , B(6'0) - B(CO = 90°-<p, alfo B(X£') - B(6X') = 90°. 
5!t^nlicl)e SDreiedfe werben über ben anbern ©eiten errietet. @£ fd&neiben 
fidb bann AX, BY, CZ in D, AS, Btj, CC in A, AX', BY', CZ' in D', 
AS', Btj', CC' inA', meldje fünfte auf. ber $iepcrtfd&en <Qpperbel liegen. 
Sa nun DA burd^ M, AA' burdf) L gefjt, fo mufc A'D burdf) F gelten, 
weil. MLF ein ftatmonifdfteS Tripel ift. (Sbenfo ge$t natürlich A'D' 
burdj) M/ DD' burd& L unb AD' burdjj F. Sie fünfte D, D' A, A' 
bilben ein fold&e3 SSterecf ber Äiepertfd^en igtjperbel, ba& bie SMagonal- 
punfte beä 33teredfe M, L, F finb; baljer ge$t NJ, SQ, auü) HG 
burdf) F. 

112. Ser 2JUttelpunft be§ Srocarbfd^eu ÄreifcS, ber *ßol ber S3ro= 
carbfd&en Sinie in Sejug auf ben 33rocarbfd)en ÄreiS unb ber 3ftittei- 
punft be3 geuerbad;fd>eu ÄreifeS bilben ein fjarmonifd^eä Tripel in 3te 
jug auf bie Äiepertfd&e ^pperbel. * 

Sem. Unter ber Sejeid&nung von gig. 70 finb K, T unb F biefe 
Sßunfte. FT fd&neibe HK in U, bann ift 

(KUJH) $armonifd&, beim T(EUJH) = T(MFGH), alfo geijt bie 
polare von K burdj) U, ba aber K auf ML liegt, b. §. ber polare 
von F, fo gel)t bie polare von K audf) burd& F, alfo ift FU ober FT 
bie polare t)on K; ba aber KT bie polare von F ift, fo audf) T ber 
Sßol von FK. 

113. SDie polare t)om Sftittelpunft ber Siftanj ber $rocarbfdj)en 
fünfte ift bie parallele jum 93rocarbfdf)en S)ur$meffer bur$ ben 3Jtittel= 
punft be3 geuerbadftfdfjen Äreife§. 

33em. EHS (gig. 70) ift ein 2)reiecf, in weldbem QG bie ©eiten 
EH unb ES parallel ju HS fd&neibet; ba HQGS ein SSiered auf 
ber Äiepertfdjjen igpperbel ift, unb bie diagonalen HG unb QS ftdf) in 
F fdfjneiben, fo gef)t bie polare von E burd^ F, biefelbe mu^ aber 
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parallel ju ML fein, ba fie bur$ ben ©d^nittpunft von HS mit QG 
gefjt, meldte fidb in ber ttnenblidtfeit fd&neiben. 

114. 3)er Sßot ber ä3erbinbung3linie FS, b. §. beä SJlittetpunfteS 
com S3rocarbfd)cn Äreife mit bem iMineationScentrum beä erften 
Srocarbf^en SDreietfö mit bem ©runbbreied ift ber ©piegelpunft beä 
fünftes von Semoine in Sejug auf bie 33erbinbung3linie ber ©rocarb* 
fd)en fünfte. 

8ew. ($ig. 70). HGNQ bilben ein ^armonifdjeS SBiered auf ber 
Äiepertfd&en frjperbel, aifo ift Q(HGNQ) ^armonif$. 3>te» Sfif^d 
laffen mir bur$ LM fdmeiben unb bejeidjnen mit 93 ben ©d&nittpunft 
von ML mit ber Tangente in Q. 2Bir finben bann (E, oo ; L, SS) 
f)armonifd), b. 1). L3S mufe burd) E halbiert werben. 

Sern. SF get)t burdf) Q; ba 33 ber 5ßot von SQ ift, fo ftnb SSS 
unb SSQ Tangenten ber Äicpertfdf)en §9perbel; baljer ift ber <S$nitt= 
punft von SS mit HL ber $ol von HS. 

NB. @8 ift leidet, noä) anbere ©cbilbe ju finben, bie Sßol unb 
polare finb, bodf) mürbe bieg ju meit führen. 

115. Sefiimmt man 2 foldje ©tjfteme von ©ptfcen gleid)fd)enfliger 
ä^nlic^er 2)reiede über ben Seiten, baft bie SBinfel an ber ©runblinie 
ftd^ ju 90° ergänzen, fo beftimmen biefe ©pifcen 2 SDreiede mit folgenber 
©igenfdjaft: äkrbinbet man eine @de be3 ©runbbreieda mit ber ent= 
fpredjenben (5de eines Äiepertfdben 2)reied3, fo ftef)t biefe 33erbinbung£= 
linie fenfred^t ju ber ©eite be3 jmeiten Äiepertfd&en 3)reiedfö, bie ber 
entfpredjenben @de biefeS ©reiedS gegenüberliegt. 

Sern. Sie beiben SDreiede feien (gig. 81) XYZ unb &£. @8 ift 
nun XC 2 = XB 2 4- BC 2 - 2XB . BC cos B(XQ. 

ß$ ift aber, wenn B(AZ) = cp, alfo B(AQ = 90° -9 ift, 

B(XC) = 9 -4- 90° - 9 - ß = 90°- ß, 

XB = ~A-, BC-5-?— , alfo 

2 cos 9 2 sm © 

v „ a 2 c 2 2acsiaß - r 

XC 2 = -j — -= — h , . 2 - 1— = — , ebeufo 

4cos 2 cp 4sni 2 9 4 sm 9 cos 9 

v 2 a 2 , b 2 2 ab sin 7 T - 

1 4cos 2 9 4sm 2 9 4S1119COS9 

b 2 - c* 2 
Xtj 2 - XS 2 = 4-^-Y-- 

@S ift bann leidet ju finben 
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AC 2 = A . , , Ayj 2 = . . 8 1 alfo 
4 sin 2 © J 4 sin 2 © 

Ayj 2 - AC 2 = ^Tf = Xr? - XC 2 . 
J 4sin 2 <p 

hieraus folgt fofott AX JL fy. (Sbenfo ift natütii$ A£ X YZ. 

SDieä ergtebt bie einfädle Folgerung: pfft man oon ben ©den 
eines ©runbbreiedS bie Sote auf bie entfpredjjenben ©eiten eines Äiepert* 
fd&en SDreiedS, fo fdjmeiben fid^ biefelben in einem Sßunfte, melier baS 
ÄoffineationScentrum be3 ©runbbreiedS mit bemjenigen Äiepertfd&en S5rei= 
ed ift, baS bur$ gleid&fd&enflige SDreiede erhalten nrirb, beten 33afi3- 
roinfel bie ben jum anbern Äiepettfdjjen SDrcied gehörigen Saftetmnfel 
ju 90° ergänzen. 

116. »eftimmt man 2 Äiepettfd&e SDteiede butdj) fold&e gleidjrfd&enfc 
lige SDteiede, bafe bie Safiätmnfel fic^ ju 90° ergangen, fo ftef)t bie 
aSerbinbungSlinie ber ÄoüineationScentta fenfted&t jur gemeinfamen 
Äottineationäadjfe biefer 2)teiede mit bem ©tunbbteiede (2tttjt, Unter- 
fudfjungen über äf)nli<$e 5ßun!treif)en u. f. m.) 

Sem. 3 um Seroeife menben mir ©a$ 2 in 9tt. 92 an. S)ie 
Äiepettfd&en 3)teieäe finb triebet XYZ unb S?)C; biefelben erfüllen bie 
Sebingnngen biefeä ©a$e$. £)ie ©pi$en liegen nämlid) in ben Soten, 
bie von M auf bie ©eiten be3 ©runbbretedS gefällt werben. @3 fd&neiben 
ftd^ ferner (9tr. 115 3ln^.) bie von A, B, auf bie entfpted&enben 
©eiten von XYZ gefällten Sote in A, bie oon A, B, C auf bie ent* 
fprec^enben ©eiten Don S^C gefaßten Sote in D, roätjtenb bie Äofli* 
neationäacfyfe von XYZ unb frjC juglei$ Äoflineationäadjtfe be3 ©runb= 
bteiedä mit einem biefer S)teiede ift, nämlidf) 215J6; bafjet ift DA JL 3ISE. 

2llS befonbetn gaff finben mit, baft bie ©etabe MN, meldte ben 
SDtittelpunft beS UmfteifeS mit bem fünfte oon Xaver) oetbinbet, fenf= 
ted&t jut $offineation£ad(jfe be$ ©tunbbteiedS mit bem etften Stocatbfd&en 
SDteiede ift. 9tt. 24 2inf). 

117. golgetungen füt einige fpeciette gäffe. 

Son befonbetet SSebeutung ift junäd^ft bet gaff, wenn bet Sßinfel 
an bet Safte 60°, bet entfptedjenbe alfo 30° bettägt. Söegen einiger 
befonbetn golgetungen feien no($ bie 33ejeidf)nungen, bie übrigens ben 
frühem entfprecfyen, angegeben. 2)a3 ©tunbbteied ift ABC u. f. ro.; 
bie ©pi$en bet gleidf)fd£jenfligen 2>reiede mit bem SBinfel 60° an ber 
Safte feien X,Y, Z; bie ©pt|en bet ©reiede mit bem Sßinfel 30° 
abet 5, t\, C (giß. 82). AX, BY, CZ fdjmeiben ft$ in D; AS, Bt), CC 
in A. @s feien fetnet X'Y'Z' unb 6'ij'C bie buref) bie ©pi|en in bem 
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entgegengehen glct*enteile erhaltenen ©reiede; AX', ßT, CZ' f*neiben 
fi* in D', Ar, Bvj', CC in A'. äug bem allgemeinen Saft folgt, 
ba§ AD X 73C, AA JL YZ, ebenfo AD' X r^' unb AA' 1 Y'Z' u. f. f. 

68 ifi nid^t f*n>er, man*e ber angegebenen @tgenf*aften für biefen 
gaU einfad^er ju bemeifen; mir nehmen baju ben Seroete, bafe ADX7jC ift. 

ri ifl ber ÜDtittelpunft be8 UmfreifeS son ACY, ber 1x06) bur* D 
ge$t, ebenfo C ber SKittelpunft be8 UmfreifeS von ABDZ, baljer ADXyjC. 

Sßtr merfeu no* folgenbe ©äfce: 

a) 3fm SDreied frjC finb M unb D, ebenfo in S'yj'C finb M unb 
D' SBiufelgegenpunfte. 3>er 33en>ei3 ift für beibe SDreiede bur*au3 
entf pre*enb ; e3 genügt ba^et einer. @S ift 

C(Ar/) - CW), C'(AM) = C'(VO = 6O0, alfo 

C'(Aii') = C'(MS'), alfo au* C'frD') - C(MQ, wag ju bemeifen war, 

ba für bie anbern Qtätn baSfelbe gilt. 

b) @3 ifi A ber SKittelpunft be3 geuerba^fdöen ßreifeS von XYZ 
unb A' ber von XYZ'. 

Seiest finbet man AZ' - XY', AY' - XZ'; ba^er halbieren ft* 
AX unb YZ' in U gegenfeitig. Sa nun XS = E', fo ift 6U II A6' 
unb fyt AJ'XY'Z', fo ift JüiX'Z'. $ättt man no* uon X' ba3 
Äot X'U' auf Y'Z', fo ift X'U' II ?'A II $ü, alfo ba X7f - fl? ift, 
fo ift §' unb fomit au* A' t)on U' unb U glei* weit entfernt ober A' 
liegt in bem fiote, ba$ in ber 2ftiite ber ©trede U'U errietet ift. 
SBegen ber Sebeutung ber Sßunfte TJ' unb U ift bie« ba3 Sot, roel*e$ 
bur* ben 2Jtittelpun!t be3 §euerba*f*en Äreife8 ge^t 2)a A' ft)m= 
metrif* für bie Seiten be3 ©reiedS X'Y'Z' liegt, fo ift A' ber 3»ittel= 
punlt be8 geuerba*f*en ÄreifeS. 

Stimmt man als SafiSminfel 45° an, fo ergeben fi* ebenfalls 
no* einige merhuürbige Folgerungen. SBir fefjen junä*ft jebe3 2)reied 
ate ein boppelteS an, bei meinem ft* bann bie Sßinfel ju 90° ergänjen. 
S)ie fünfte, in melden bie bur* M gelegte ©efante bie §t)perbel 
f*neibet, fallen in einen jufammen, b. i). bie ©efante wirb jur Tangente. 

a) 2)ie£ giebt ben ©afc: Äonftruiert man über ben Seiten eines 
SDreiedS ABC na* beiben glä*enteilen glei*f*enflige re*ttmnflige 
©reiede unb t>erbinbet bie Qtätn be3 ©runbbreieds mit ben entfpre*enben 
©pi|en biefer ©reiede, fo f*neiben ft* bie SSerbinbungSlinten in Sßunfen 
ber Äiepertf*en Jppperbel, roel*e bie SerityrungSpunfte ber Tangenten 
vom 3Jlittelpunft be8 UmfreifeS an bie £t)perbel finb. 

gerner fielen bie anftofeenben ©eiten von 2 Sreieden über ber- 
felben Seite fenfre*t ju einanber; ba^er mu§ bie 33erbinbung3linie 
jener §t)perbelpunfte bur* ben 2Jiittelpunft P be« geuerba*f*en fireife« 
ge^en; weil bie 2)reiede aber au* glei*e SBinfel ^aben, fo mufc bie 
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SSerbinbungälinie awä) burcb ben 5ßunft L oon Semoine geljen. ®iefe 
©genfdjwft folgt übrigens aud; barauS, bafe LP bic polare oon M ift. 

118. 35te ©ifferenj bcr Äiepertfd&en gleid&feüigen 2)reiecfe ijl glei# 
bcm ©runbbreieä. 

39 cro. SJian erficht leidet (gig. 82), ba& ba3 eine £>reie<J gleid^= 

toenbig, ba£ anbere gegenroenbtg jum gegebenen SDreiedt ift. ©eben wir 

ben SDreiedfen nod) 3eid)en, f° würben wir fagen, bie aHgebraif$e ©utrnne 

ber beiben ©reieäe ift gleit!) bem ©runbbreieä. 9tad> 9tr. 49 3lnt). 

evgiebt fid&: 

A (2 sin m + sin (60° - a>)) 



w 



3sinu> 



^ r __ A (2 sin a) - sin (60° + o))) 
^ ~~ 3 sin a> 

alfo Fij'C' + ??jC = Q A J 4 sin co - 2 cos 60° sin co } = A. 
1 ' 3 sin a> ( j 

119. S)ie Srocarbfdben fünfte finb bie 33rennpunfte einer ©ttipfe, 
tocld&e bie ©eiten be3 2)reie<f3 in ben gufrpunften ber ©^mmebianen 
berührt. SMefelbe Reifet 39rocarbf$e (Sllipfe. 

Sero. (gig. 70). SDafe bie SSrocarbfd&en fünfte als 33rennpunfte 

einer bie ©eiten be8 2)reiect£ beriifyrenben ©Hipfe angefe^en werben fönnen, 

folgt barauS, bafe fie SBinfelgegengunfte finb, bie ftetä innerhalb beS 

35reiecfS liegen. Unter Stnnaljme ber bekannten 33ejei$nung ift bann 

nur jü betoeifen: 

L a (L'B) = L a (CL"), 

ba bie Seitfira^len oon ben Srennpunften gleite SBinfel mit ber Tan- 
gente be8 betreffenben fünftes bilben. 9hm ift 

TyT , c sin a) ~_ „ b sin a> rf 

du = — — ö — , v>ju = — ; , ailo 

sin p ' sm 7 ' 



BL' c sin 7 c 



2 



GL" bsinß b 2 * 

BLa c 2 

(Sbenfo ift -j— pr = x^ un & f erner B(L'La) = C(L"L a ) = cd 

ba^er BL'L a <*> CL'La, alfo La (L'B) = L a (CL"). 

S)ie ©fetnente berfelben beregnen ftdb leidet; finb namlicty a unb b 
bie Steffen, c bie lineare ©feentricität, fo ift 

c = i L'L" = r sin co ^1 — 4 sin 2 co. 
b 2 = L'L' a . L "L" a = 4 r 2 sin 4 co, alfo b = 2 r sin 2 co, 
a 2 = b 2 + c 2 = r 2 sin 2 co, alfo a = r sin co. 



Drucf oon Seon^arb Cimion, ©etlin SW. 



3erfag »on ^COllfjatb <$iuU0tt in Serftn SW., 2Sif()efm|llra|]e 121. 
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